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1. Fokker-Planck-Gleichung (3 + 3 + 4 = 10 Punkte)
In dieser Aufgabe geht es um die Verifikation von Losungen stochastischer Differentialgleichungen durch die
Fokker-Planck-Gleichung.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir z(t) = e=*"’ () wobei W (t) einen Wiener Prozess
beschreibt. Berechnen Sie auRerdem den Erwartungswert von x? jeweils mit Hilfe der Wahrschein-
lichkeitsverteilung von W und z.

b) Losen Sie die Differentialgleichung
dz = 3a(z'/?® — x)dt + 3/az?/3dW (1)
mit Hilfe der Transformation y = /3.

¢) Uberpriifen Sie Thre Losungen aus a) und b), indem Sie zeigen, dass diese die Fokker-Planck-Gleichung
erfiillen.
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2. Black-Scholes-Gleichung
Nehmen Sie an, dass die Volatilitdt und der Zinssatz in der Black-Scholes-Gleichung

WV 1,V oV
E+505w+7"5%—7’v-0 (2)

nicht konstant, sondern stattdessen bekannte Funktionen o (t) und r(t) der Zeit sind.

a) Ersetzen Sie, wie in Ubung 7, S = Ee® und V = Ev(x,t) und aukerdem ¢ = T —#'. Skalieren Sie dann die

Zeit mit der Volatilitét, sodass $0(t')dt’ = dr und

t/
1
T(t) = / —o?(s)ds. (3)
0
Als Ergebnis erhalten Sie

ov 9% ov
i +a(r) 5= — b(7)v, (4)

Oz
wobei a(r) =1/(30%) — 1 und b(1) =r/(10?)
b) Zeigen Sie, dass diese Differentialgleichung ohne den Term zweiter Ordnung allgemein durch
0(1'77—) = F(l’ + A(T))eiB(T) (5)

gelost wird, wobei A und B jeweils Stammfunktionen von a und b sind und F' eine allgemeine Funktion.

¢) Finden Sie nun eine Losung der vollstindigen Gleichung der Form v(z,7) = e BW (&, 1), wobei & =
x4+ A(T) ist.



