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1. Ito-Kalkiil (24 2+ 2+ 2+ 2 = 10 Punkte)
Im Folgenden benutzen wir den It6-Kalkiil, um die stochastische Differentialgleichung

dr = xpdt + xodW (1)
zu 16sen.
a) Bestimmen Sie zuniichst die stochastischen Differentialgleichungen fiir Az, 2™ und y = log x, wobei A € R

und n € IN Konstanten sind.

b) Es stellt sich heraus, dass die Differentialgleichung fiir y recht einfach ist. Sei nun zum Zeitpunkt ¢ = 0 die
Verteilung von y (also auch fiir z) deterministisch. Es gilt also p(y,t = 0) = d(y — yo), wobei yo = log zo.
Uberlegen Sie sich anhand der stochastischen Differentialgleichung, welcher Art von Verteilung y(¢) folgt.

¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von y(t).

d) Sei ¢ eine glatte, streng monotone Funktion (insbesondere existiert die Umkehrfunktion ¢~!) und seien
fx(z) und fz(z) die Wahrscheinlichkeitsdichten der Zufallsvariablen X und Z, wobei Z = ¢(X). Uber-
legen Sie sich, wie groft die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass Z zwischen a und b ist. Driicken Sie diese
Wahrscheinlichkeit auch mithilfe der Dichte von X aus und finden Sie mithilfe einer Variablentransforma-
tion eine Formel fiir die Transformation der Wahrscheinlichkeitsdichte.

e) Nutzen Sie dieses Ergebnis, um die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir z(¢t) und damit die Lésung fiir die
stochastische Differentialgleichung zu finden.
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2. Stochastische Resonanz
Wir schauen uns die in der Vorlesung behandelte stochastische Resonanz nochmal genauer an.

a) Beweisen Sie die in der Vorlesung benutzte Formel

a(t) ) a(t)
) [z, t)de = a(t) f(a(t),t) — b(t) f(b(t),t) + / O f(z,t)dz. (2)
b(t) b(t)

b) Berechnen Sie explizit die Losung py(t) = e " p, (0) + fot eF =Ty (#)dt' mit T(t) = fot y(t')dt’ in der
Niherung r < 1, sodass i, (t) = p [1+ (—=1)"r cos(wt) + 3r? cos?(wt)] und (t) = p [2 + 7% cos?(wt)] fiir
die Anfangsbedingung p,,(0) = 6. Die Losung lautet

pi(t) = 5 {14 5(0) — (=)™ + w(O)] 2}, 3)

wobel

= L Ccos(w

¢ = arctan<2°;). (5)



