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1. Positiv-Semidefinite Matrizen (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir eine Hermitesche 2 x 2-Matrix A = (a;;)
sind:

2

7 j=1 folgende Aussagen &dquivalent

(a) A hat keine negativen Eigenwerte.
(b) (1| A b)) > 0 fiir alle Vektoren [¢) € C2.
(c) det(A) >0, a;; > 0 und age > 0.

2. Operatorfunktionen (2 4+ 2 = 4 Punkte)
Betrachten wir einen Hermiteschen Operator W in einem N —dimensionalen Quantensystem, wel-
cher mithilfe der Spektralzerlegung durch

W = Zwi 1) (Wil (1)

dargestellt werden kann, wobei w; € R die Eigenwerte und |4;) die zugehorigen normierten Eigen-
vektoren von W sind. Eine gegebene Funktion f : R — C kann unter der Voraussetzung, dass f
auf dem Spektrum von W definiert ist, auf den Operator W durch

N
FOV) =" flws) |3) (3l (2)
i=1

angewendet werden.

(a) Bestimmen Sie die Quadratwurzel v/A und den Logarithmus In(A) der Matrix

A= (;‘ j) (3)

(b) Sei 7 ein dreidimensionaler reeller Einheitsvektor und ¢ € R. Beweisen Sie die Identitit
exp(id 7 - &) = cos(¢)1 + isin(¢)7 - 7, (4)

wobei & der Vektor der drei Pauli Matrizen ist und Z?:1 705,

Bitte wenden!



3. Zeitentwicklung von Dichtematrizen (2+ 1+ 2 =5 Punkte)
Die zeitliche Anderung einer Dichtematrix o innerhalb eines System, das durch den Hamilton-
Operator H beschrieben ist, ist im Schrédinger-Bild durch die von-Neumann Gleichung
do 1
— =——|[H, 5
Y (. (5)
gegeben. Im Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an, dass das betrachtete Quantensystem
N —dimensional ist, und H sowie ¢ durch Hermitesche N x N Matrizen beschrieben werden kénnen,
sodass die obige Gleichung komponentenweise verstanden werden kann.

(a) Sei o(0) eine Dichtematrix zum Zeitpunkt ¢ = 0 und sei U () := e~ # 1t = Zjvzl e~ # Bt |4 (]
der so genannte Zeitentwicklungsoperator beziiglich H, wobei hier E; und [¢;) die Eigenwerte
und zugehdorigen Eigenvektoren von H sind.

Zeigen Sie, dass die Dichtematrix o(t), definiert durch

o(t) = U1)e(O)U (), (6)

die Losung der von-Neumann Gleichung (5) zum Zeitpunkt ¢ > 0 ist.
(Hinweis: Es ist niitzlich, o(0) in der Basis der Eigenvektoren von H auszudriicken und es
geniigt, die Gleichheit fiir die Komponenten von o(t) zu zeigen.)

(b) Sei A eine reelle Konstante und sei die Dichtematrix ¢(0) zum Zeitpunkte ¢ = 0 bestimmt

durch
urc 0 o~ MH B Zi\ile—AEi, 1) wi‘ :
00) = Fim = S (7)

Bestimmen Sie, wie sich ¢(0) unter Einfluss des Hamiltion-Operators H zeitlich entwickelt.

(¢) Wir betrachten nun ein Zwei-Niveau System mit dem Hamilton-Operator H = hwo, mit
konstantem und reellem w. Die Operatoren o0,,0,,0. sind hier die {iblichen Pauli-Matrizen.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Zustand o(0) = [¢) (¢| mit |[¢) = %(|0> + |1)) gegeben.

i. Berechnen Sie die Dichtematrix o(t) fiir Zeitpunkte ¢ > 0.
ii. Bestimmen Sie die Erwartungswerte der Observablen o, und o, im Zustand o(?).



