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1. Das schwache Gesetz der groflen Zahlen (1 + 1+ 1+ 1 = 4 Punkte)
In der Vorlesung haben wir bereits die Tschebyscheff-Ungleichung kennengelernt, welche uns fiir
eine Zufallsvariable X eine Abschéitzung der Wahrscheinlichkeit dafiir liefert, dass X mehr als einen
vorgegebenen Schwellenwert vom Erwartungswert abweicht. Als eine Folgerung der Tschebyscheff-
Ungleichung kann das sogenannte schwache Gesetz der grofien Zahlen (WLLN) gesehen werden,
welches folgendes besagt:

FEs seien X1, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswerten
(X1) = ... =(X,,) = u. Ferner bezeichne mit
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XR:E(X1+...+XH) (1)

den zentrierten Mittelwert. Dann gilt fiir jedes € > 0, dass

lim P[| X, —pu|>€e]=0 (2)
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Wir wollen dieses nun beweisen. Dafiir kénnen Sie wie folgt vorgehen:

(a) Zeigen Sie zuniichst, dass fiir a € R fiir die Varianz o2 (aX) = o202 (X) gilt

(b) Ist fiir allgemeine Zufallsvariablen X und Y die Varianz additiv, d.h. gilt 02 (X +Y) =
02 (X) + 0?(Y)? Was kann man hier sagen, falls X und Y unabhingig und identisch ver-
teilt sind?

(¢) Berechnen Sie 0% (X,)
(d) Benutzen Sie nun die Tschebyscheff-Ungleichung fiir die Zufallsvariable X,

2. Bindre Entropie (2 4+ 2 = 4 Punkte)
Die Entropien der bindren Verteilungen P = {p,1 — p}, p € [0, 1], sind durch die Funktion

S(p) = —plogy(p) — (1 — p)logy(1 — p)
gegeben.

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion S.

(b) Bestimmen Sie den Mittelwert der Entropien aller moglichen binéren Verteilungen.
(Hinweis: Der Mittelwert f einer stetigen Funktion f auf einem Interval [a, b] kann durch
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berechnet werden.)

Bitte wenden!



3. Tsallis-Entropie (2 + 2 = 4 Punkte)
Die Tsallis-Entropie mit Parameter ¢ > 1 fiir eine Verteilung P = {py} ist gegeben durch

Sq(P) =[1- Zk(pk)q]/(q —1).

(a) Testen Sie Konkavitdt und Additivitdt fiir die Tsallis-Entropie.
(b) Berechnen Sie (}1_)11% Sq(P).



