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Zusammenfassung

Ein Quantencomputer, der die Konzepte der digitalen Datenverarbeitung und der Quan-
tenphysik verknüpft, verspricht bestimmte Probleme der Informatik wesentlich effizien-
ter als ein klassischer Computer zu lösen. Des Weiteren erlauben sogenannte Quantensi-
mulatoren neue Einblicke in wissenschaftliche Fragestellungen aus den unterschiedlichs-
ten Disziplinen, die über die Physik hinausgehen. Die heute am weitesten fortgeschrit-
tene Möglichkeit, wie ein Quantencomputer realisiert werden kann, basiert auf in einer
Paul-Falle gespeicherten Ionen, in deren atomaren Zuständen Information gespeichert
wird. Mittels elektromagnetischer Strahlung können die Zustände manipuliert und die
Information verarbeitet werden. Ein stationärer Magnetfeldgradient oder ein oszillieren-
den Magnetfeldes erlaubt für die Manipulation langwellige Mikrowellenstrahlung und
beide Ansätze wurden in der Vergangenheit bereits erfolgreich erprobt.

Diese Arbeit knüpft an die ersten Machbarkeitsstudien bezüglich der Verwendung
eines stationären Magnetfeldgradienten an. Es wurde mit drei gespeicherten Ionen in
einem stationären Magnetfeldgradienten eine Quanten-Fouriertransformation als exem-
plarischer Algorithmus ausgeführt. Die Konstruktion des Algorithmus basiert dabei auf
einem neuartigen Ansatz, der möglichst effektiv alle vorhandenen Spin-Spin-Kopplun-
gen innerhalb des Systems ausnutzt und im Vergleich zu herkömmlichen Konstruktionen
um den Faktor drei schneller ausgeführt werden kann. Ebenfalls wurden Quantensyste-
me mit maßgeschneiderten Spin-Spin-Kopplungen für mögliche Quantensimulationen
realisiert und untersucht. Dabei wurden neuartige experimentelle Methoden entwickelt
und erprobt, wie zum Beispiel eine Methode zur Detektion von Qubit-Zuständen, die
auf der Zeitreihenanalyse von Fluoreszenz basiert. Ebenfalls wurde untersucht, wie mit
Mikrowellenpulsen und einem stationären Magnetfeldgradienten bis zu acht Ionen (ein
Quantenbyte) adressiert werden können. Hierbei wurde demonstriert, dass der resul-
tierende Fehler aus Übersprechen von der Größenordnung 10−5 ist. Ein solcher Fehler
ist unterhalb der Schwelle, welche die effiziente Anwendung von Methoden der Quan-
tenfehlerkorrekturen erlaubt. Zusätzlich wurde demonstriert, wie der Fehler durch die
Wahl geeigneter experimenteller Parameter unterdrückt werden kann. Darüber hinaus
wurden Sequenzen von dynamischen Entkopplungspulsen verwendet, um eine kohärente
Mehr-Qubit-Dynamik gegenüber einer Dephasierung zu stabilisieren. Die Leistungsfä-
higkeit und Fehleranfälligkeit unterschiedlicher Pulssequenzen wurden verglichen und
eine neuartige robuste Pulssequenz entwickelt. Die Stabilisierung der Quantendynamik
über eine Dauer, die fast zwei Größenordnungen länger als die Kohärenzzeit des Sys-
tems ist, erlaubte die Erzeugung von verschränkten Zuständen mit einer Fidelity von
0,64(4).
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Abstract

A quantum computer that combines the concepts of digital information processing and
quantum physics holds the promise to efficiently solve certain computational problems
that are intractable by a classical computer. Furthermore, the so called quantum si-
mulators allow new insights into scientific issues from different research fields that go
beyond physics. Currently, one of the most advanced possibility of realizing a quantum
computer is based on ions trapped in a Paul trap and using the internal atomic states
to store information. By use of electromagnetic radiation the states can be manipula-
ted and information is processed. The presence of a static magnetic field gradient or
an oscillating magnetic field allows the use of long wavelength microwave radition and
both approaches have been tested successfully in the past.

This work follows up the first proof of principle experiments employing a static
magnetc field gradient. Using three trapped ions a Quantum Fourier transform was
performed as an exemplary algorithm. The construction of the algorithm was based on
a novel approach that takes into account all present spin-spin couplings in the quan-
tum system and yields a speed-up of a factor of three compared to the conventional
construction. In addition, quantum systems with tailored spin-spin couplings intended
for quantum simulations have been realized and investigated. In order to achieve this,
novel experimental methods have been developed and tested. These include a method
to detect qubit states based on time series analysis of fluorescence. Furthermore it
was studied, how a static magnetic gradient allows for the addressability of up to eight
ions (a quantum byte) by the use of microwave pulses. It was demonstrated that the
resulting crosstalk error is of the order of 10−5, which is well below the conventional-
ly accepted threshold for fault-tolerant quantum error correction. In addition, it was
demonstrated how the crosstalk error can be suppressed by suitable experimental pa-
rameters. Also sequences of dynamical decoupling pulses have been used to protect
coherent multi-qubit dynamics from dephasing. The perfomance and susceptability to
errors of different pulse sequences were compared and a novel and robust pulse se-
quence was deduced. Stabilizing the quantum dynamics during a period that is almost
two orders of magnitude longer than the coherence time of the system allows for the
creation of entanglement with a fidelity of 0,64(4).
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1
Einleitung

In unserer digitalisierten Alltagswelt wird Information in einer binären Logik durch ele-
mentare Informationsträger - den sogenannten Bits - dargestellt. Jedes Bit kann dabei
nur einen von zwei möglichen Zuständen einnehmen. Diese werden als logisch 0 und
logisch 1 bezeichnet. Bei elektronischen Geräten, so wie dem Computer, auf dem die
vorliegende Dissertation geschrieben wird, werden diese Zustände durch Spannungs-
pegel realisiert und unterschieden. Ein Spannungspegel dazwischen entspricht einem
undefinierten Zustand, der nicht interpretiert werden kann.

Die digitale Datenverarbeitung ist in dem letzten halben Jahrhundert ein kennzeich-
nendes Merkmal der menschlichen Zivilisation geworden. Die Entwicklung wurde dabei
von Fortschritten der Mikroelektronik angetrieben, die immer preisgünstigere Speicher-
bausteine, Prozessoren und Datenkommunikation ermöglichten [1]. Mit der klassischen
Digitalelektronik ist es heute alltäglich, Information lokal zu speichern, zu verarbeiten
und zwischen unterschiedlichen Datenverarbeitungsgeräten auszutauschen. Somit ist
es möglich, eine elektronische Kopie des vorliegenden Textes weltweit auf unterschiedli-
che Computer zu kopieren, dort zu lesen oder zu bearbeiten. Eine globale Verfügbarkeit
beliebig vieler Kopien von Information führt jedoch auch zu Bedenken hinsichtlich der
Privatsphäre und dem Schutz der eigenen Daten.

Die Quanteninformationsverarbeitung beschäftigt sich als Wissenschaft mit der Ver-
arbeitung von Information, die im Gegensatz zu den klassischen Bits in sogenannten
Quantenbits (Qubits) als elementaren Informationsträgern kodiert wird. Das Verhalten
der Qubits wird dabei von den Gesetzen der Quantenphysik beschrieben. Dieses hat

1



1. Einleitung

grundlegende Konsequenzen und führt zu Besonderheiten, die ein Qubit von einem klas-
sischen Bit unterscheiden. In Analogie zu dem klassischen Bit kann sich der Zustand in
einem der beiden Zustände quantenlogisch |0〉 bzw. quantenlogisch |1〉 befinden. Das
Superpositionsprinzip der Quantenphysik erlaubt es jedoch auch, dass sich ein Qubit in
einer Überlagerung aus diesen beiden Basiszuständen befindet. Im Gegensatz zur klas-
sischen Informationsverarbeitung ist ein solcher Zustand jedoch eben nicht undefiniert.
Darüber hinaus existieren für mehrere Qubits sogenannte verschränkte Zustände, die
sich nicht in klassischer Analogie durch die Zustände der einzelnen Qubits beschreiben
lassen. Somit ist eine komplexere und effizientere Logik möglich.

Als Geburtsstunde der Quanteninformationsverarbeitung gelten die Arbeiten aus dem
Jahre 1982 von Benioff [2] und Feynman [3], in denen sie die Frage stellen, wie Quan-
tensysteme klassische Informationsverarbeitung simulieren können bzw. wie umgekehrt
klassische Informationsverabeitung Quantensysteme simulieren kann [1]. Feynmann
prägte dabei den Begriff des Quantencomputers als einem Gerät, welches die Gesetze
der Quantenphysik ausnutzt, um möglichst effektiv1 das Verhalten von quantenmecha-
nischen Vielteilchensystemen zu beschreiben. Der Beweis, dass ein Quantencomputer
tatsächlich geeignet ist, jedes beliebige Quantensystem effektiver als jeder klassischer
Computer zu simulieren, stammt von Bernstein und Vazirani [4] aus dem Jahre 1993.

Die Realisierung eines Quantencomputers ermöglicht somit die effektive Simulati-
on von Quantensystemen. Dabei wird ein Quantensystem, das sich experimentell wohl
kontrollieren lässt, dazu verwendet, die statischen oder dynamischen Eigenschaften ei-
nes anderen, experimentell unzugänglichen Systems zu untersuchen [3]. Mögliche For-
schungsfelder reichen hierbei beispielsweise von Quantenfeldtheorien [5], der Dynamik
von Molekülen [6] bis hin zur Kosmologie [7].

Neben der Simulation komplexer quantenmechanischer Vielteilchensysteme lassen
sich auch andere Probleme mit einem Quantencomputer lösen. Hierfür werden Algo-
rithmen entwickelt, die auf der Logik eines Quantencomputers basieren und effektiver2

als klassische Algorithmen sein können. Die wahrscheinlich prominenteste Beispiele sind
dabei die Primfaktorzerlegung großer Zahlen und damit das mögliche Überwinden klas-
sischer Kryptographieverfahren mittels des sogenannten Shor-Algorithmus [8] sowie

1Der Begriff „effektiv“ bezieht sich in diesem Kontext auf die Menge an Information, die verarbei-
tet werden muss. Zur Simulation eines Systems von N Spin-1/2-Systemen muss ein klassischer
Computer 2N komplexe Zahlen verarbeiten. Zur Simulation des gleichen Problems mit Hilfe eines
Quantencomputer sind hingegen nur N Qubits notwendig.

2Bei Quantenalgorithmen bezieht sich der Begriff „effektiv“ auf die Anzahl an notwendigen Gatterope-
ration, um den Algorithmus auszuführen. Ein prominentes Beispiel ist dabei die Primfaktorzerlegung
einer Zahl mit l Stellen. Die Anzahl der Gatteroperationen des besten bekannten klassischen Al-
gorithmus wächst an wie exp(c l1/3)(log l)2/3. Für einen Quantenalgorithmus hingegen wächst die
Anzahl lediglich wie l2 log l log log l .
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das Durchsuchen großer ungeordneter Datenbanken [9]. Weitere Quantenalgorithmen
lösen algebraische Probleme [10; 11] oder Probleme der Datenanalyse [12].

Auch wenn ein Quantencomputer für die sogenannte Quantenkommunikation nicht
unbedingt notwendig ist, so erleichtert er doch eine inhärent abhörsichere Kommunika-
tion über lange Wegstrecken hinweg. Für das Versenden von abhörsicherer Quantenin-
formation eignen sich Polarisationszustände einzelner Photonen als mögliche fliegende
Qubits, was im Jahr 1984 von Bennett als Kommunikationsprotokoll formuliert wurde
[13]. In der Praxis basiert ein solches Kommunikationsnetzwerk auf Glasfaserkabeln
als Lichtleitern. Aufgrund der möglichen Absorption von Photonen in der Glasfaser ist
jedoch die praktisch erreichbare Wegstrecke, über die eine effiziente Quantenkommuni-
kation möglich ist, begrenzt. Eine Möglichkeit diese lokale Begrenzung zu überwinden
ist ein sogenannter Quanten-Repeater [14]. Hierbei handelt es sich um einen Quanten-
computer, der ein Photon empfängt, den Zustand aufbereitet und ein neues Photon
mit dem Zustand des Eingangsphotons aussendet3.

Bei der Realisierung eines Quantencomputers stellt sich die Frage, welches physikali-
sche System hierfür prinzipiell beziehungsweise am besten geeignet ist. Eine Checkliste
zur Entscheidungsfindung hierfür stammt von DiVincenzo [15] und lautet:

2 Das System muss die Realisierung einzelner wohldefinierter Qubits erlauben und
skalierbar sein.

2 Die Qubits müssen sich, bevor weitere quantenlogische Operationen angewandt
werden, in einem wohldefinierten Anfangszustand initialisieren lassen.

2 Die Kohärenzzeit des Systems muss länger sein als die Dauer der quantenlogi-
schen Operationen.

2 Es muss sich ein universeller Satz an quantenlogischen Operationen realisieren
lassen, aus denen sich jeder beliebige Quantenalgorithmus konstruieren lässt.

2 Das Auslesen der einzelnen Qubitzustände muss möglich sein.

Soll der Quantencomputer zusätzlich Quanteninformation über sogenannte Quan-
tenkanäle mit einem anderen Quantencomputer über lange Wegstrecken hinweg aus-
tauschen, so müssen zwei weitere Bedingungen erfüllt sein.

2 Der Zustand eines stationären Qubits in einem Quantencomputer muss auf ein
sogenanntes fliegendes Qubit übertragen werden können und umgekehrt.

2 Fliegende Qubits müssen zwischen unterschiedlichen Quantencomputern übertra-
gen werden können.

3Das Eingangsphoton wird dabei zerstört und sein Zustand bleibt unbekannt.
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1. Einleitung

Die ersten Verwirklichungen des Prototypen eines Quantencomputers geschahen mit-
tels Kernresonanzspektroskopie an makroskopischen Ensembles4 von Molekülen einer
flüssigen Lösung. Die Quanteninformation war dabei in den Freiheitsgraden des Ensem-
bles von Kernspins kodiert. Eine Adressierbarkeit der Qubits ist in solchen Systemen
aufgrund unterschiedlicher Resonanzfrequenzen der Kernspins gegeben und eine Ma-
nipulation der einzelnen Qubits geschieht mit Radiofrequenzpulsen. Zur Kopplung der
Qubits dient eine J-Kopplung der Kernspins untereinander [1]. Auch wenn mit solchen
Systemen die ersten experimentellen Untersuchungen zur Quanteninformationsverar-
beitung, wie beispielsweise die Verwirklichung von Ein- und Zwei-Qubit-Gattern sowie
der Shor-Algorithmus zur Primfaktorzerlegung durchgeführt werden konnten [16], gel-
ten sie als wenig zukunftsträchtig. Dieses liegt daran, dass die Information in einem
statistischen Ensemble kodiert ist und die Architektur des Quantencomputers von der
Molekülstruktur fest vorgegeben ist und nicht skalierbar ist[17].

Ein anderes physikalisches System, das hingegen als skalierbar gilt, basiert auf einzel-
nen elektrodynamisch gespeicherten atomaren Ionen. Hierbei werden einzelne atomare
Ionen mittels elektrodynamischer Potenziale in einer Elektrodenstruktur isoliert. Der
konkrete Vorschlag, wie mittels gespeicherter Ionen ein Quantencomputer realisiert
werden könnte, stammt von Cirac und Zoller aus dem Jahre 1995 [18]. Die gespei-
cherten Ionen ordnen sich dabei innerhalb der Elektrodenstruktur, einer sogenannten
Paul-Falle, linear zu einer Kette an. Mittels Laserlichtpulsen können interne Freiheitsgra-
de jedes einzelne Ions kontrolliert werden, wodurch jedes Ion der Träger eines Qubits
wird, dessen Zustand manipuliert werden kann. Eine Wechselwirkung der Ionen und
somit eine Kopplung von Qubits geschieht über kollektive Schwingungsanregungen.
Systeme, die auf gespeicherten atomaren Ionen basieren, haben die Untersuchung von
Grundlagen der Quanteninformationsverarbeitung sowie das Ausführen von Quantenal-
gorithmen und Quantensimulationen erlaubt [19; 20] und gelten heute als am weitesten
fortgeschritten auf dem Weg zu einem Quantencomputer.

Für die Realisierung eines zuverlässigen Quantencomputers ist es notwenig, dass
die Fehler der einzelnen logischen Operationen klein sind, da sich dann Methoden der
Quantenfehlerkorrektur [21; 22] anwenden lassen. Die Schwelle von 10−4 gilt hierfür
als konservative Abschätzung [22; 23]. Bei der Verwendung von Laserlichtpulsen zur
Manipulation der Qubits gibt es jedoch technische Herausforderungen, welche die Gü-
te der Operationen begrenzen. Für Laserlicht im sichtbaren Spektralbereich entspricht
eine Kohärenzzeit auf der Skala von Sekunden einer relativen Frequenzstabilität von
der Größenordnung 10−15. Dies ist zwar technisch möglich, jedoch experimentell sehr
herausfordernd. Ein weiteres grundlegendes Problem besteht darin, dass die verwen-
deten Laserlichtpulse die Ionen zu Emission anregen können, welche den Zustand des
Qubits zerstört. Aufgrund dieser Probleme war es bisher mittels Laserlichtpulsen nicht

4etwa 1020 Moleküle
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möglich, Quantengatter mit einer Qualität zu erreichen, die Fehlerkorrekturen erlauben
würde.

Im Jahre 2001 wurde vorgeschlagen, Mikrowellenpulse zur Manipulation der atomare
Ionen und den in ihnen kodierten Qubits zu verwenden [24]. Bei der Verwendung von
Mikrowellenpulsen kann man die beiden oben diskutierten Herausforderungen umgehen.
Darüber hinaus sind aufgrund ihrer Verbreitung in der Telekommunikationstechnologie
Mikrowellenquellen von einer hohen Güte kommerziell erhältlich. An einzelnen Qubits
lassen sich heute somit Gatter mit einem Fehler unter 10−4 demonstrieren [25; 26].
Bei der Anwendung von der im Vergleich zu Licht langwelliger elektromagnetischer
Strahlung für die Quanteninformationsverarbeitung mit mehreren gespeicherten Ionen
ergeben sich jedoch zwei Hindernisse. Erstens ist es nicht möglich, Mikrowellenstrah-
lung auf die Ruheposition einzelner ausgewählter Ionen zu fokussieren und diese so-
mit zu adressieren. Zweitens haben Mikrowellenphotonen einen zu geringen Impuls um
Schwingungsmoden anzuregen und somit Ionen miteinander wechselwirken zu lassen.
Diese beiden nur scheinbaren Hindernisse lassen sich jedoch ausräumen, wenn sich die
Ionen in einem Magnetfeldgradienten befinden und die Qubit-Zustände in magnetfeld-
abhängige Hyperfeinzustände kodiert werden. Der Magnetfeldgradient führt dann zum
einen dazu, dass unterschiedliche Ionen auch unterschiedliche Zeeman-Aufspaltungen
aufweisen und somit im Frequenzraum adressiert werden können. Zum anderen indu-
ziert der Gradient eine Kopplung zwischen den internen und externen Freiheitsgraden
eines Ions und eine Kopplung zwischen mehreren Ionen untereinander. Daher verhält
sich dann eine Kette gespeicherter atomarer Ionen wie ein einzelnes Molekül, an dem
Kernspinresonanzspektroskopie durchgeführt werden kann. Anstatt die Quanteninfor-
mation in einem statistischen Ensemble identischer Moleküle zu verarbeiten geschieht
dieses hierbei jedoch in einem wohlkontrollierten und reinen Quantensystem. Die Stär-
ke der J-Kopplung lässt sich durch experimentelle Parameter variieren und somit wird
ein solches System auch als maßgeschneidertes Spin-Molekül (designer spin molecule)
bezeichnet.

Bisher wurde experimentell demonstriert, wie in einem Magnetfeldgradienten einzel-
ne Ionen mit Radiofrequenzpulsen im Frequenzraum adressiert werden können [27; 28].
Darüber hinaus wurde ebenfalls an dem gleichen Experiment eine Spin-Phonon-Kopp-
lung erstmalig nachgewiesen [28]. An einer Weiterentwicklung des experimentellen Auf-
baus wurde dann eine J-Kopplung zwischen zwei und drei Ionen nachgewiesen und
untersucht, wie sich die Kopplungsstärke durch die Stärke des Fallenpotenzials kon-
trollieren lässt [29]. An dem gleichen Aufbau wurde ebenfalls ein einzelnes Ion unter
Ausnutzung der vom Gradienten induzierten Spin-Phonon-Wechselwirkung bis nahe
an den Bewegungsgrundzustand gekühlt [30]. Eine Herausforderung, die sich aus der
Verwendung magnetfeldabhängiger Zustände ergibt, ist die Rauschanfälligkeit, die zu
einer schnellen Dekohärenz führen kann. Mittels Methoden der dynamischen Entkopp-
lung ist es jedoch möglich, die Systeme von der Umgebung zu isolieren und somit
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1. Einleitung

ihre Kohärenzzeit zu verlängern [31; 32]. Daher gelten heute Systeme, die auf gespei-
cherten atomaren Ionen basieren und mit Mikrowellenpulsen manipuliert werden, als
aussichtsreiche Kandidaten für die Realisierung eines Quantencomputers und konkrete
Vorschläge hierfür existieren bereits [33].

Die in der vorliegenden Dissertation beschriebenen experimentellen Arbeiten knüpfen
an die vorherigen Untersuchungen an, wie in einem Magnetfeldgradienten gespeicher-
te atomare Ionen für die Quanteninformation verwendet werden können. Nach einer
Zusammenfassung der für das Verständnis notwendigen theoretischen Grundlagen in
Kapitel 2 wird der verwendete experimentelle Aufbau in dem Kapitel 3 beschrieben.
Das Kapitel 4 enthält eine Beschreibung der verwendeten experimentellen Methoden.
Danach werden die Ergebnisse dieser Dissertation beschrieben.

Das Kapitel 5 beschäftigt sich mit dem optimierten Zustandsnachweis eines einzelnen
Qubits, der auf der Zeitreihenanalyse von Fluoreszenzphotonen beruht. In dem Kapi-
tel 6 wird untersucht, wie in einer Kette von mehreren Ionen einzelne Qubits gezielt
adressiert und manipuliert werden können. Das Übersprechen, also die unbeabsichtigte
Manipulation der anderen Qubits, wird dabei mit einem neuartigen Protokoll präzise
gemessen, wobei alle dominierenden Fehlerquellen berücksichtigt und diskutiert werden.
Die Verlängerung der Kohärenzzeit des Systems mittels dynamischer Entkopplungspul-
sen wird in dem Kapitel 7 untersucht. Am Anfang steht dabei die Diskussion anhand
eines einzelnen Qubits und es werden unterschiedliche Pulssequenzen hinsichtlich ihrer
Leistungsfähigkeit und Fehlertoleranz verglichen. Ein Ergebnis ist dabei eine neuartige
Pulssequenz, die besonders robust gegenüber Pulsfehlern ist. Darauf aufbauend wird
untersucht, wie mittels Pulssequenzen die Kohärenz eines Mehr-Qubit-Systems wäh-
rend der Dynamik eine bedingten Zwei-Qubit-Gatters stabilisiert werden kann und sich
somit die Güte des Gatters verbessern lässt.

In den Kapiteln 8 und 9 werden die Resultate und Methoden aus den vorherigen Ka-
piteln verwendet, um den Prototypen eines Quantensimulators beziehungsweise Quan-
tencomputers zu realisieren. Hierbei wird in dem Kapitel 8 ein System aus drei gekop-
pelten Spins vorgestellt, bei dem die Kopplung zwischen einzelnen Spins gezielt und
flexibel kontrolliert werden kann. In dem Kapitel 9 wird ein System aus spingekoppelten
Ionen dazu verwendet einen Quantenalgorithmus auszuführen. Als Beispiel wurde hier-
für, aufgrund ihrer Bedeutung als Unterroutine für viele andere Quantenalgorithmen
die Quanten-Fouriertransformation ausgewählt.

Der Anhang enthält unter anderem weitere Detailinformationen zu den verwendeten
Geräten, den experimentellen Methoden und durchgeführten Berechnungen.
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2
Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel wird die für das Verständniss der durchgeführten Experimente not-
wendige Theorie zusammengefasst. Angefangen wird dabei mit den Quantenbits, de-
ren besondere Eigenschaften aus der Quantenmechanik folgen. Hieran schließt sich die
Darstellung an, wie ein Quantenbit durch ein Ytterbium-Ion realisiert werden kann.
Des Weiteren folgt die Diskussion, wie ein solches einzelnes Ion oder ein System von
mehreren Ionen in einer linearen Ionenfalle gespeichert werden kann und somit expe-
rimentell zugänglich wird. Der Abschnitt 2.5 beschreibt die Besonderheiten, die sich
aus dem Vorhandensein eines Magnetfeldgradienten ergeben. Dieser führt zu einer in-
duzierten Kopplung, die einerseits interne und externe Freiheitsgrade eines einzelnen
Ions koppelt und andererseits auch eine Spin-Spin-Wechselwirkung zwischen mehreren
Ionen hervorruft. Die beiden letzten Abschnitte 2.6 und 2.7 beschreiben, wie Ein- und
Mehr-Qubit-Gatter mittels Mikrowellenpulsen und Wartedauern experimentell realisiert
werden können.

2.1. Quantenzustände

2.1.1. Qubits

Analog zu klassischer Informationsverarbeitung basiert die Quanteninformationsverar-
beitung auf elementaren Trägern von Information, den sogenannten Quantenbits oder
Qubits. Ein solches Qubit kann sich, im Gegensatz zu einem klassischen Bit, das je-
weils nur den logischen Zustand „0 “oder „1 “einnehmen kann, allgemein auch in einen
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2. Theoretische Grundlagen

Abbildung 2.1: Darstellung der
Bloch-Kugel eines Qubits im rei-
nen Superpositionszustand |ψ〉.
Der Zustandsvektor zeigt vom Ur-
sprung aus auf einen Punkt auf der
Kugeloberfläche, der von dem Po-
larwinkel ϑ und dem Azimutwinkel
φ beschrieben wird. Die Pole ent-
sprechen den beiden Basiszustän-
den |0〉 und |1〉 des Qubits, die
auch ein klassisches Bit einnehmen
kann.

sogenannten Superpositionszustand

|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉 (2.1.1)

befinden. Die Zustände |0〉 und |1〉 bezeichnen dabei zwei mögliche Basiszustände und
a und b sind komplexe Zahlen, die durch die Normierungsbedingung

|a|2 + |b|2 = 1 (2.1.2)

miteinander verknüpft sind. Aufgrund dieser Verknüpfung kann ein beliebiger Zustand
auch dargestellt werden als

|ψ〉 = cos
ϑ

2
|0〉+ e iφ sin

ϑ

2
|1〉 , (2.1.3)

wobei ϑ und φ reellen Werten entsprechen, die als Winkel in einem sphärischen Koordi-
natensystem interpretiert werden können. Dieses ist die sogenannte Bloch-Kugel [17],
anhand welcher der Zustand und die Zustandsänderungen eines einzelnen Qubits an-
schaulich diskutiert werden können. Eine solche Darstellung des Zustands |ψ〉 anhand
der Blochkugel ist in der Abbildung 2.1 zu finden. Die beiden Basiszustände bilden
jeweils die Pole der Kugel und der Zustand ist wegen seiner Normierung auf der Ober-
fläche zu finden. Der Winkel ϑ ist dabei der Polarwinkel und φ der Azimutwinkel.

Die Zustandsänderung eines Qubits kann, wie die zeitliche Änderung eines Quanten-
systems allgemein, durch die Schrödinger-Gleichung

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 (2.1.4)
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2.1. Quantenzustände

beschrieben werden. Dabei entspricht H dem Hamilton-Operator des physikalischen
Systems, welches das Qubit realisiert. Für einen zeitunabhängigen Hamilton-Operator
H folgt die formale Lösung der Schrödinger-Gleichung in Form eines Zeitentwicklungs-
operators

U(t,0) = e−
i
~H t (2.1.5)

und lautet

|ψ(t)〉 = U(t,0) |ψ(t = 0)〉. (2.1.6)

Eine allgemeinere Darstellung des Zustands eines Einzelqubits bzw. eines Systems
von mehreren Qubits ist die sogenannte Dichtematrix [17]

ρ ≡
∑
i

pi |ψi〉〈ψi | , (2.1.7)

wobei pi den relativen Anteil des Zustands |ψi〉 an dem Zustandsensemble bezeichnet.
Mit dem Formalismus der Dichtematrix ist es möglich, auch sogenannte gemischte
Zustände zu beschreiben, bei denen man nur die Wahrscheinlichkeiten weiss, mit de-
nen sich das System in einem bestimmten Zustand befindet. In der Darstellung der
Bloch-Kugel befindet sich ein gemischter Ein-Qubit-Zustand nicht länger auf der Ober-
fläche, sondern näher an dem Ursprung des Koordinatensystems.Die Zeitentwicklung
einer Dichtematrix folgt aus dem Hamilton-Operator des Systems und wird durch die
von-Neumann-Gleichung beschrieben.

2.1.2. Ein-Qubit-Gatter

Die Änderung des Zustands eines Qubits - also eines elementaren Informationsträgers
- ist eine grundlegende Operation der Quanteninformationsverarbeitung. Eine solche
Zustandsänderung kann als Drehung des Zustandsvektors mittels des Drehoperators

Rn(θ) = exp

(
−i
θ

2
n · σ

)
(2.1.8)

mit der Drehachse n = (nx , ny , nz), σ = (σx , σy , σz)T und dem Drehwinkel θ beschrie-
ben werden. Es ist hervorzuheben, dass sich aus Drehungen um die x- und y -Achse alle
beliebigen Drehungen des Zustandsvektors eines Qubits realisieren lassen [34].

Ein Beispiel für ein Ein-Qubit-Gatter ist das sogenannte Hadamard-Gatter, das ein
Qubit aus dem Zustand |0〉 in den Superpositionzustand 1/

√
2(|0〉 + |1〉) bringt. Im

Bild der Bloch-Kugel wird der Zustandsvektor also vom Nordpol auf die x-Achse in der
Äquatorebenen gedreht. Ein anderes Gatter ist das NOT-Gatter, welches die beiden
Zustände |0〉 ↔ |1〉 verknüpft und zu einem entsprechenden Zustandswechsel führt.
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2. Theoretische Grundlagen

2.1.3. CNOT-Gatter

Neben der Zustandsänderung einzelner unabhängiger Qubits ist die bedingte Zustands-
änderung eines Qubits eine weitere grundlegende Operation. Dabei ändert ein soge-
nanntes Ziel-Qubit seinen Zustand nur dann, wenn sich ein sogenanntes Kontroll-Qubit
im Zustand |1〉 befindet. Die Wahrheitstafel eines solchen kontrollierten NOT-Gatters
(CNOT: controlled NOT) lautet

|0〉|0〉 → |0〉|0〉
|0〉|1〉 → |0〉|1〉
|1〉|0〉 → |1〉|1〉
|1〉|1〉 → |1〉|0〉 , (2.1.9)

wobei das erste Qubit das Kontroll-Qubit und das zweite das Ziel-Qubit ist. Neben
dem CNOT-Gatter gibt es auch weitere Logikgatter, die auf mehr als zwei Qubits
basieren. Jedoch ist es prinzipiell möglich aus beliebigen Ein-Qubit-Rotationen und
einem CNOT-Gatter jede beliebige quantenlogische Verknüpfung zu konstruieren, was
die Bedeutung dieses Sets von Gattern hervorhebt [17].

2.1.4. Der Messprozess

Bei der Messung von Qubitzuständen handelt es sich um eine Projektionsmessung, bei
der ein Qubit jeweils entweder im Zustand |0〉 oder |1〉 nachgewiesen wird. Beschreiben
lässt sich dieses durch Anwendung eines Messoperators Mm auf den Zustand |ψ〉,
bei dem der Index m = 0,1 den resultierenden Messwert bezeichnet [17]. Die beiden
Messoperatoren lauten

M0 = |0〉〈0| und (2.1.10)

M1 = |1〉〈1|. (2.1.11)

Die Wahrscheinlichkeit, für den beliebigen kohärenten Superpositionszustand aus (2.1.1)
nach einer Projektionsmessung das Ergebnis 0 zu erhalten, ist dann

p(0) = 〈ψ|0〉〈0|ψ〉 = |a|2. (2.1.12)

Analog wird das Ergebnis 1 mit einer Wahrscheinlichkeit |b|2 vorgefunden. Durch die
Normierungsbedingung (2.1.2) des Zustands sind diese beiden Wahrscheinlichkeiten
miteinander verknüpft.

Für den Zustand |ψ′〉 nach der Projektionsmessung gilt

|ψ′〉 =
Mm|ψ〉√
p(m)

(2.1.13)
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2.1. Quantenzustände

und es ist ersichtlich, dass dieser (bis auf einen irrelevanten Phasenfaktor) entweder der
Zustand |0〉 oder |1〉 ist. Die Messung projeziert also einen beliebigen Zustand, in dem
sich ein Qubit direkt vor der Messung befindet, auf einen der beiden Basiszustände.

2.1.5. Verschränkung

Der Zustandsraum eines zusammengesetzten Quantensystems entspricht dem Produkt-
raum der einzelnen Quantensysteme. Bei der obigen Diskussion von Mehr-Qubit-Gat-
tern wurde daher ein System aus zwei Qubits durch das Produkt von Einzelqubitzu-
ständen

|ψ〉 = |ψ1〉|ψ2〉 (2.1.14)

dargestellt. Eine Besonderheit der Quantenmechanik ist dabei, dass es Zustände gibt,
die sich nicht als einfaches Produkt aus Einzelqubitzuständen darstellen lassen. Sol-
che Zustände werden verschränkte Zustände genannt und bilden eine Grundlage für
Quanteninformationsverarbeitung. Ein solcher verschränkter Zwei-Qubit-Zustand ist
beispielsweise einer der sogenannten Bell-Zustände [17]

|Φ+〉 =
1√
2

(|0〉|0〉+ |1〉|1〉) . (2.1.15)

Verschränkte Zustände zeichnen sich durch eine nicht-klassische Korrelation aus. Für
den Zustand |Φ+〉 soll diese Korrelation exemplarisch erläutert werden. Misst man das
erste Qubit, so findet man es mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 jeweils in dem
Zustand |0〉 oder |1〉. Nach dieser Messung befindet sich das System in dem Zustand
|0〉|0〉 bzw. |1〉|1〉 und die Messung an dem zweiten Qubit ist vollständig korreliert mit
dem Ergebnis der Messung an dem ersten Qubit. Diese Korrelation ist klassisch und
kann auch durch einen gemischten Zustand in Form der Dichtematrix

ρ =
1

2
(|0〉|0〉〈0|〈0|+ |1〉|1〉〈1|〈1|) (2.1.16)

beschrieben werden. Die Verschränkung zeigt sich erst in dem nicht-klassichen Charak-
ter der Korrelationen, die auch bei der Messung in weiteren unterschiedlichen Basen1

zu finden sind.
Erzeugen lässt sich ein solcher Bell-Zustand |Φ+〉 mittels eines Hadamard- und eines

CNOT-Gatters. Dabei wird zuerst das Kontroll-Qubit in einen Superpositionszustand
gebracht.

|0〉|0〉 Hadamard−−−−−−−→
1√
2

(|0〉+ |1〉)|0〉 (2.1.17)

1Beispielsweise entlang der x- bzw. y - anstatt der z-Achse.
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2. Theoretische Grundlagen

und das folgende CNOT-Gatter führt schließlich zu dem Bell-Zustand.

1√
2

(|0〉+ |1〉)|0〉 CNOT−−−−→
1√
2

(|0〉|0〉+ |1〉|1〉) (2.1.18)

2.2. Ytterbium-Ionen

2P1/2

2S1/2

F=0

F=1

F=0

F=1

369 nm

12,6 GHz

2D3/2

2D5/2

2F7/2

1D[5/2]5/2

3D[3/2]1/2
F=0

F=1

F=2

F=1

F=3

F=2

F=2

F=3

F=4

F=3

2,10 GHz

2,20 GHz

0,86 GHz

Qubitzustande

effektiver Ubergang

mF=0

mF=+1

mF=-1

mF=0

|0

|0'

|1

935 nm 638 nm

0,0050

0,98

Abbildung 2.2.: Für die Arbeit relevantes Termschema von 171Yb+. Wichtige Über-
gänge sind als durchgezogene Linien angedeutet. Bedeutende Zerfälle sind hinge-
gen getrichelt dargestellt. In der Hyperfeinaufspaltung des Grundzustands können
Qubits realisiert werden (grün hinterlegt). Ein effektiver Kühlübergang bei 369 nm
wird mit Hilfe eines Rückpumpübergangs bei 935 nm geschlossen (blau hinterlegt).

Alle in dieser Arbeit präsentierten Experimente wurden mit einfach positiv geladenen
Ytterbium-Ionen des Isotops 171Yb durchgeführt. Zwar findet in dem experimentellen
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Aufbau auch das Isotop 172Yb Verwendung, jedoch beschränkt sich diese auf das Einrich-
ten der Ionenfalle, der Lasersysteme und der Detektionsoptik. Der Grund für die Wahl
von Ytterbium zur Quanteninformationsverarbeitung mit gespeicherten Ionen liegt in
dem Termschema begründet, das in Abbildung 2.2 für 171Yb+ dargestellt ist. Dieses
Ion besitzt einen Kernspin von 1

2
~ und der Grundzustand 2S1/2 erfährt somit eine Hy-

perfeinaufspaltung in die Zustände 2S1/2, F = 0 und 2S1/2, F = 1. Mit einem externen
Magnetfeld kann die Entartung der Niveaus 2S1/2, F = 1 in die Zeeman-Niveaus mit
mF = ±1 und mF = 0 aufgehoben werden. Für die typischen Magnetfelder von einigen
Gauß beträgt die Zeeman-Aufspaltung zwischen den Zuständen mit mF = ±1 und dem
mit mF = 0 einige Megahertz. In den vier Hyperfeinniveaus des Grundzustands lassen
sich mögliche Qubits realisieren. Eine Wahl sind die Zustände

|2S1/2, F = 0〉 ≡ |0〉 und |2S1/2, F = 1, mF = ±1〉 ≡ |1〉 . (2.2.1)

Ein anderes Qubit lässt sich mit den Zuständen

|0〉 und |2S1/2, F = 1, mF = 0〉 ≡ |0′〉 (2.2.2)

realisieren. Die Hyperfeinaufspaltung des Grundzustands beträgt für die verwendeten
Magnetfelder etwa 12,6 GHz [35] und somit können die Qubits mittels Mikrowellen-
strahlung manipuliert werden. Die Hyperfeinzustände 2S1/2, F = 1 unterliegen keiner
longitudinalen Dekohärenz und ihre Lebensdauer wird somit lediglich von der unbeab-
sichtigten Streuung von Photonen nahe 369 nm begrenzt.
Für die Quanteninformationsverarbeitung haben die Qubits des magnetischen π-Über-

gangs (∆mF = 0) bzw. des magnetischen σ±-Übergangs (∆mF = ±1) verschiedene
Eigenschaften und Vorzüge. Der in erster Ordnung magnetfeldabhängige σ-Übergang
erlaubt eine Kopplung von unterschiedlichen Qubits (siehe Abschnitt 2.5.4) und die indi-
viduelle Adressierung mittels Mikrowellenstrahlung (siehe Abschnitt 2.5). Die Magnet-
feldabhängigkeit führt jedoch dazu, dass Magnetfeldrauschen zu einer Dephasierung
und somit zur Dekohärenz der Qubits führen kann.
Der Übergang |0〉 ↔ |0′〉 ist hingegen in erster Ordnung magnetfeldunabhängig

und wird daher von Magnetfeldrauschen kaum beeinflusst. Aus diesem Grund weisen
Qubits in diesem sogenannten Uhren-Übergang eine lange Kohärenzzeit auf [36]. Die
Magnetfeldunabhängigkeit unterdrückt jedoch ebenfalls die Kopplung an andere Qubits
und verhindert die individuelle Adressierbarkeit mit Mikrowellenstrahlung. Im Kontext
von Quanteninformationsverarbeitung erlaubt die Kodierung von Information in diesem
Übergang die Isolierung von Qubits und somit die Realisierung von Quantenspeichern
mit einer langen Kohärenzzeit (vgl. auch Kapitel 8).
Neben den Hyperfeinübergängen des Grundzustands ist der Übergang 2S1/2 ↔2 P1/2

nahe 369 nm für die beschriebenen Experimente von großer Bedeutung. Der Kern-
spin von 1

2
~ führt zu einer Hyperfeinaufspaltung des angeregten Zustands 2P1/2 in
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2. Theoretische Grundlagen

2P1/2, F = 0 und 2P1/2, F = 1 von etwa 2,1GHz [37]. Seine natürliche Lebensdauer
beträgt 8,07 ns, was einer natürlichen Linienbreite von γ = 2π× 19,6MHz entspricht
[38; 39]. Aus diesem Grund ist es möglich, die unterschiedlichen Hyperfeinübergänge
des Übergangs mit Laserlicht nahe 369 nm aufzulösen beziehungsweise gezielt zu trei-
ben. Welche Hyperfeinübergänge hierbei möglich sind, wird durch die Auswahlregeln
für Dipolübergänge bestimmt. Eine Beschreibung des verwendeten Lasersystems findet
sich in Abschnitt 3.3.

Der Übergang 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0 dient der Doppler-Kühlung sowie dem
Zustandsnachweis und mittels des Übergangs 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 1 erfolgt die
Zustandspräparation (vgl. die Abschnitte 4.1 und 4.3). Die genaue Prozedur ist den
entsprechenden Abschnitten zu entnehmen und an dieser Stelle soll sich die Darstellung
auf die Eigenschaften des Termschemas beschränken.

Der Zustand 2P1/2 hat ein Verzweigungsverhältnis von 0,005 in den Zustand 2D3/2

[36]. Die Lebensdauer dieses Niveaus beträgt 52,7ms [40], was deutlich länger als die
des Zustands 2P1/2 ist und somit ist der Übergang bei 369 nm unterbrochen. Durch den
Rückpumpübergang 2D3/2 → 3D[3/2]1/2 nahe 935 nm ist es jedoch möglich, diesen ef-
fektiv wieder zu schließen. Der Zustand 3D[3/2]1/2 hat eine Lebensdauer von 38 ns [41]
und zerfällt mit einem Verzweigungsverhältnis von 0,982 bevorzugt zurück in den Zu-
stand 2S1/2 [42]. Der andere Zerfallskanal ist der zurück in den Zustand 2D3/2. Für die
vorhandene Hyperfeinstruktur der hierbei beteiligten Zustände (siehe [36] für Details)
verkompliziert sich dieser Rückpumpmechanismus jedoch. Bevorzugt wird der Zustand
2D3/2, F = 1 besetzt, der über den Zustand 3D[3/2]1/2, F = 0 aufgrund der Auswahlre-
geln nur zurück nach 2S1/2, F = 1 zerfallen kann. Durch eine nicht-resonante Anregung
2S1/2, F = 1 nach 2P1/2, F = 1 kann jedoch ebenfalls der Zustand 3D3/2, F = 2 bevöl-
kert werden [43]. Diese Besetzung kann durch eine Anregung nach 3D[3/2]1/2, F = 1

wieder zurück nach 2S1/2 zerfallen, wobei die beiden Hyperfeinzustände F = 1 und
F = 0 besetzt werden können. Somit ist es für ein effizientes Rückpumpen vorteilhaft
die beiden Rückpumpübergänge zu treiben.

Durch weitere Prozesse, wie beispielsweise Stöße mit Restgas, ist es möglich den
Zustand 2F7/2 zu besetzen [44; 45]. Dieser weist eine lange Lebensdauer von etwa 6
Jahren auf [46]. Um die Besetzung zurück in den Übergang nahe 369 nm zu überführen,
kann der Übergang 2F7/2 → 1D[5/2]5/2 mittels Laserlicht bei 638 nm getrieben werden.
Der Zustand 1D[5/2]5/2 zerfällt zurück nach 2D3/2 und von dort durch den Rückpump-
übergang bei 935 nm zurück in den Kühlübergang nahe 369 nm. Die Hyperfeinstruktur
führt auch hier zu mehreren möglichen Zuständen, die besetzt werden können, und
daher auch zu zwei notwendigen Rückpumpübergängen.
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2.3. Lineare Paul-Falle

Als Träger von Quanteninformation dienen in dieser Arbeit die internen Freiheitsgrade
von 171Yb+-Ionen. Um die Quantenzustände einzelner Ionen gezielt manipulieren und
auslesen zu können, ist es unabdingbar auch ihre externen Bewegungsfreiheitsgrade zu
kontrollieren. Die Kontrolle beschränkt sich dabei darauf, sie an bestimmten Positionen
scharf lokalisiert zu fixieren und ihre Bewegung um Gleichgewichtspositionen zu dämp-
fen. Diese Dämpfung geschieht im experimentellen Aufbau mittels Laserkühlung (vgl.
den Abschnitt 4.1). Um die Ionen an bestimmten Ruhelagen zu fixieren, bietet es sich
an, ihre elektrische Ladung auszunutzen. Sowohl elektrische als auch magnetische Fel-
der koppeln an diese an und erlauben es, gezielt Kräfte auf ein einzelnes Ion auszuüben.
So gibt es unterschiedliche Ansätze um Ionen zu speichern.

Eine mögliche Ionenfalle ist die sogenannte Penning-Falle oder Penning-Pierce-Falle
[47]. Sie basiert auf rein statischen elektrischen und magnetischen Feldern, die geladene
Teilchen einschließen können. Einem anderen Ansatz folgt die Paul-Falle [48], die auf
rein elektrischen Feldern beruht. Nach dem Earnshaw-Theorem ist es nicht möglich ein
geladenes Teilchen mit rein statischen elektrischen Feldern zu fangen. Die Paul-Falle
basiert aus diesem Grund auf statischen und dynamischen elektrischen Feldern.

2.3.1. Geschichte der Paul-Falle

Historisch entwickelte sich die Paul-Falle aus dem Quadrupol-Massenfilter und fand
zuerst auf dem Gebiet der Massenspektrometrie Verwendung [48]. Erste Anwendungen
auf dem Gebiet von Spektroskopie an Ionen und geladenen Molekülen folgten in den
1960er-Jahren [49]. In den 1970er-Jahren folgte hochauflösende Mikrowellenspektro-
skopie an Ionen, die Frequenzstandards für neuartige Atomuhren begründen sollte [50].
Im Jahr 1979 schließlich gelang die erste Beobachtung eines einzelnen Ions in einer
Paul-Falle [51]. Von diesem Zeitpunkt an entwickelte sich das Forschungsfeld auch
durch die Entwicklung der Lasertechnologie rasant weiter. Es gelang die Laserkühlung
in den quantenmechanischen Grundzustand [52] und die Realisierung eines bedingten
Logik-Gatters basierend auf der Kopplung von internen und externen Freiheitsgraden
eines einzelnen Ions [53].

Diese Kontrolle über ein mikroskopisches System ist der Grund, weshalb Systeme
von gespeicherten Ionen heute intensiv für Experimente auf dem Gebiet der Quanten-
informationsverarbeitung [18; 19] und zur Simulation von anderen Quantensystemen
[5; 54] untersucht und genutzt werden.
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2.3.2. Funktionsprinzip einer linearen Paul-Falle

Nach der Einordnung in den historischen Kontext soll nun die im Rahmen dieser Ar-
beit verwendete lineare Paul-Falle näher beschrieben werden. Ihr ursprüngliches Design
stammt aus der Arbeitsgruppe von Prof. Rainer Blatt in Innsbruck [55] und wurde da-
hingehend modifiziert, dass Permanentmagnete in den Fallenaufbau eingefügt werden
können [56]. Diese Permanentmagnete erlauben die gezielte Erzeugung eines Magnet-
feldgradienten, wodurch neuartige Schemata zur Quanteninformationsverarbeitung mit
gespeicherten Ionen möglich sind [57; 58; 28; 27; 29; 56].

Im Folgenden soll kurz die Funktionsweise einer solchen Falle am Beispiel eines ein-
zelnen Ions der Masse M und der positiven elektrischen Ladung Q präsentiert werden.
Danach wird im nächsten Abschnitt die Situation von mehreren in der Falle gespeicher-
ten Ionen diskutiert. Eine knappe Beschreibung des Fallenaufbaus und der typischen
Betriebsparameter findet sich im Abschnitt 3.1 und eine genauere Beschreibung ist
[56] zu entnehmen.

Eine lineare Paul-Falle besteht aus vier Klingen-Elektroden, die ein zweidimensiona-
les Quadrupolfeld erzeugen (siehe Abbildung 2.3). Hierfür wird an den Klingen eine
elektrische Wechselspannung V0 cos Ωt angelegt. Diagonal gegenüberliegende Klingen
haben dabei die gleiche und benachbarte eine entgegengesetzte Polarität. Wie im Fol-
genden diskutiert wird, kann das resultierende Potenzial zu einem Einschluss des Ions
in der xy -Ebenen führen. Um es auch entlang der Fallenachse zu speichern, gibt es
zwei Endkappen-Elektroden, an denen eine positive Gleichspannung U0 anliegt. Diese
führt zu einem schwächeren nahezu parabolischen Potenzial entlang der Fallenachse.

Da die Fallenachse wesentlich länger als die Abstände zwischen gegenüberliegenden
Klingenpaaren ist, kann das resultierende Potenzial der Elektroden nahe der Fallenachse
(x, y � R) zu

Φ(x, y , t) =
x2 − y 2

2R2
(U0 + V0 cos Ωt) (2.3.1)

genähert werden [59]. Der Abstand R entspricht hierbei dem Abstand zwischen Fallen-
achse und den Klingen-Elektroden. Die aus diesem Potenzial resultierenden Bewegungs-
gleichungen in der xy -Ebenen lassen sich als Mathieu-Gleichungen formulieren [59]. Ihre
analytischen Lösungen ergeben sich als Fourier-Reihen aus dem Floquet-Theorem [60].
Unter den allgemeinen Lösungen gibt es welche, die instabil sind und zu keinem Ein-
schluss des Ions führen können. Ob es also zu einem stabilen Einschluss kommt, hängt
von den Betriebsparametern bzw. den sogenannten Stabilitätsparametern ab. Eine ge-
nauere Diskussion ist beispielsweise in [60] zu finden und die typischen verwendeten
Betriebsparameter sind in Abschnitt 3.1 und [56] beschrieben.
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Abbildung 2.3.: Schematische Darstellungen der verwendeten linearen Paul-Falle.
Abbildung (a) zeigt die Beschaltung der Elektroden. Zwei der Klingen-Elektroden
sind hierbei mit der Erde, statt mit einer Wechselspannung verbunden, was die
Funktionsweise jedoch nicht ändert. In (b) ist die Konstruktion des Fallenaufbaus
als Modell dargestellt [56].

Für einen stabilen Einschluss können die Lösungen der Bewegungsgleichungen als

x(t) = x0 cos(νxt + φx)
(

1 +
qx
2

cos(Ωt)
)
, (2.3.2)

y(t) = y0 cos(νy t + φy)
(

1 +
qy
2

cos(Ωt)
)

(2.3.3)

angenähert werden [60]. Dabei ergeben sich die Amplituden x0 und y0 bzw. die Phasen
φx und φy aus den Anfangsbedingungen der Bewegung. Die sogenannten Säkularfre-
quenzen sind

νx =
Ω

2

√
q2
x

2
+ a, (2.3.4)

νy =
Ω

2

√
q2
y

2
− a (2.3.5)

mit den Stabilitätsparametern

a =
4QU0

MΩ2R2
, (2.3.6)

q =
2QV0

mΩ2R2
. (2.3.7)

Die Bewegung in der xy -Ebenen (siehe die Gleichungen (2.3.2) und (2.3.3)) besteht
somit aus zwei Anteilen. Zum einen besteht sie aus einer langsamen Schwingung, der
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Säkularbewegung mit den Frequenzen νx,y und zum anderen aus einer schnellen Modu-
lation der Amplitude mit der Frequenz des Fallenantriebs Ω. Dieser Anteil wird Mikrobe-
wegung genannt. Rein qualitativ lässt sich diese Bewegung als eine sich abwechselnde
Anziehung und Abstoßung des Ions von den Elektroden beschreiben. Da das Ion zu
träge ist, um im Falle einer Anziehung die Elektrode vor der Umpolung zu erreichen,
bleibt es im zeitlichen Mittel in der Falle gespeichert.

Die Bewegung entlang der Fallenachse wird durch die positive Gleichspannung an
den Endkappen-Elektroden bestimmt. Diese erzeugt ein Potenzial, das zu einem Ein-
schluss entlang der Fallenachse führt. Die resultierende Bewegung ist eine harmonische
Schwingung mit der Frequenz [59]

ν1 =

√
2QU0k

mz2
0

, (2.3.8)

wobei z0 dem Abstand zwischen dem Fallenzentrum und den Endkappen-Elektroden
entspricht. Der geometrische Faktor k beschreibt phänomenologisch welchen Einfluss
das Vorhandensein von Leitern innerhalb des Fallenaufbaus (vor allem die Klingenelek-
troden) auf das von den Endkappen erzeugte Feld hat [59].

Zur qualitativen Beschreibung der Bewegung eines oder mehrerer Ionen in dem Fal-
lenpotenzial eignet sich das sogenannte Pseudopotenzial. Dieses ergibt sich aus der
Mittelung der kinetischen Energie der Ionen über eine Periode der schnellen Mikrobe-
wegung, deren Amplitude geringer als die der Säkularbewegung ist [60]. Für eine lineare
Paul-Falle ist es allgemein anisotrop und lautet [59]

Ψ =
M

2

(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
. (2.3.9)

Es sei angemerkt, dass in einer linearen Ionenfalle das von den Wechselfeldern er-
zeugte Quadrupolfeld entlang der Symmetrieachse verschwindet. Somit ist es möglich
mehrere Ionen zu speichern, ohne das diese sich durch Mikrobewegung aufheizen. Im
folgenden Abschnitt wird die Anordnung von mehreren Ionen in dem Pseudopotenzial
diskutiert.

2.4. Mehrere Ionen in der Paul-Falle

In dem vorherigen Abschnitt wurden die Bewegung eines einzelnen Ions in einer linearen
Paul-Falle diskutiert. Im Folgenden wird nun ein System aus mehreren identischen Ionen
mit gleicher Masse und gleicher elektrischer Ladung im Pseudopotenzial betrachtet.
Hierbei wird angenommen, dass das Potenzial entlang der Fallenachse schwächer bindet
als das Potenzial in radialer Richtung ist (ν1 < νx,y). Die Bewegung und Anordnung der
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Ionen wird somit auf die z-Richtung beschränkt. Für alle durchgeführten Experimente
ist eine solche reduzierte Betrachtung gültig2.
Als Erstes sollen nun die Gleichgewichtspositionen der Ionen in dem effektiven Fallen-

potenzial diskutiert werden. Die potenzielle Energie eines Systems aus mehreren Ionen
setzt sich aus dem effektiven Fallenpotenzial und der elektrostatischen Wechselwirkung
der Ionen untereinander zusammen. Die Gravitation kann dabei vernachlässigt werden.
Für hinreichend gekühlte Ionen ergibt sich für jedes Ion eine Ruhelage, welche durch ein
lokales Minimum der potenziellen Energie gekennzeichnet ist. Die Bestimmung dieser
Gleichgewichtspositionen ist für zwei und drei Ionen noch analytisch möglich, für größe-
re Systemen erfolgt sie numerisch [62]. Für eine harmonische Speicherung gilt, dass der
Abstand zwischen zwei benachbarten Ionen im Zentrum der Kette am geringsten ist.
Ursache hierfür ist, dass die äußeren Ionen von einer stark anisotropen Ladungsvertei-
lung abgestoßen werden, wo hingegegn die inneren Ionen zusammengedrückt werden.
Die genaue Angabe der Gleichgewichtspostitionen z (0)

n erfolgt üblicherweise in dimen-
sionslosen Koordinaten un = z

(0)
n /l mittels einer Längenskala [62]

l = 3

√
Z2e2

4πε0Mν
2
1

. (2.4.1)

Hierbei entspricht Ze = Q der Ladung (Z ist der Ionisationsgrad und e die Elementar-
ladung) und M der Masse eines Ions. ε0 bezeichnet die elektrische Feldkonstante und
ν1 die axiale Fallenfrequenz und charakterisiert somit die Stärke dieses Fallenpotenzi-
als. Aus der Definition der Längenskala ist ersichtlich, dass die Ionen für ein stärkeres
Fallenpotenzial immer enger zusammengedrückt werden.

Die Experimente, die in dieser Arbeit diskutiert werden, basieren überwiegend auf
Systemen von zwei, drei oder acht Ionen. Bei zwei bzw. drei Ionen betragen die Nächst-
nachbarabstände [62]

d2 = 3

√
Z2e2

2πε0Mν2
z

bzw. d3 = 3

√
5
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Z2e2

πε0Mν2
z

. (2.4.2)

Für 171Yb+-Ionen in einem Potenzial mit einer axialen Fallenfrequenz von 2π × 124

kHz ergeben sich somit Abstände von 13,9 µm bzw. 11,8 µm. Für ein System von acht
Ionen beträgt der Abstand in den dimensionslosen Koordinaten zwischen den beiden
mittleren Ionen 0,62164 und zwischen den beiden äußersten Nachbarn 0,8137 [62].

2Es sei jedoch angemerkt, dass für eine bestimmte Anzahl von Ionen und ein gewisses Verhältnis von
radialem zu axialem Fallenpotenzial die radiale Bewegung relevant wird und lineare Coulomb-Kristalle
eine sogenannte Zick-Zack-Konfiguration einnehmen [61]. Ein solches Verhalten wird auch an dem
beschriebenen Aufbau beobachtet, kann aber durch einen starken radialen Einschluss unterdrückt
werden.
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Bei den obigen typischen experimentellen Parametern beträgt die Längenskala l = 1,10
×10−5 m und es folgen Abstände von 6,8 µm bzw. 9,0 µm.

Nach der Diskussion der Ruhelagen folgt nun die Betrachtung der Dynamik des
Systems. Prinzipiell wechselwirken alle Ionen durch ihre elektrostatischen Potenziale
miteinander. Diese Coulomb-Wechselwirkung ist anharmonisch, jedoch lässt sie sich für
Auslenkungen, die kleiner als die Abstände der Ionen sind, als harmonisch nähern. In der
Konsequenz kann die Dynamik dann als System gekoppelter harmonischer Oszillatoren
beschrieben werden. Die Eigenfrequenzen und Schwingungsmoden des Systems lassen
sich für zwei und drei Ionen noch algebraisch finden und für größere Systeme erfolgt die
Lösung numerisch [62]. Für eine Kette von N Ionen gilt dann unter Vernachlässigung
der radialen Schwingungsmoden, dass es auch N axiale Schwingungsmoden mit jeweils
einer Eigenfrequenz gibt. In dem Fall von zwei Ionen sind das die Schwerpunktsmode
mit der axialen Fallenfrequenz ν1 als Eigenfrequenz und die Streckmode (Kontraktion
und Expansion der Kette) mit ν2 =

√
3ν1 als Eigenfrequenz.

2.5. Gespeicherte Ionen in einem
Magnetfeldgradienten

In diesem Abschnitt wird diskutiert, welchen Einfluss ein Magnetfeldgradient auf die Zu-
stände von gespeicherten Ytterbium-Ionen hat. Dabei wird zuerst allgemein der Einfluss
eines Magnetfeldes beschrieben, bevor die Besonderheiten eines inhomogenen Magnet-
feldes erörtert werden. Dabei handelt es sich um eine induzierte Spin-Phonon-Kopplung
von einzelen Ionen sowie um eine Spin-Spin-Kopplung zwischen mehreren Ionen.

2.5.1. Einfluss eines homogenen Magnetfeldes

Von besonderem Interesse ist der Einfluss eines Magnetfeldes auf den Grundzustand
2S1/2 eines 171Yb+-Ions, da sich in diesem Qubits realisieren lassen (vgl. Abschnitt 2.2).
Die innere Energie E eines magnetischen Moments µ, das mit dem Drehimpuls einer
Ladung verknüpft ist, lautet, falls es sich in einem externen Magnetfeld B befindet,
E = −µµµ ·BBB. Ein Spin-1/2 wird somit durch den Hamilton-Operator

HI = −
~
2
ωσz (2.5.1)

beschrieben, wobei das Magnetfeld als entlang der z-Achse angenommen wird. Des
Weiteren bezeichnet ~ das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum, ω die Larmorfre-
quenz und σz eine Pauli-Matrix. Eine genauere Beschreibung aller Pauli-Matrizen, ihrer
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Darstellung in geeigneten Basen und ihrer wesentlichen Eigenschaften findet sich im
Anhang H.

Die Aufspaltung der Hyperfeinniveaus eines 171Yb+-Ions ∆EB aufgrund der magneti-
schen Induktion B wird durch die Breit-Rabi-Formel [63] beschrieben. Für den Grund-
zustand 2S1/2, in dem die Qubits kodiert sind, vereinfacht sich diese zu

∆EB = −
Ah

4
−mFgJµKB ±

Ah

2

√
1 + 2mFX +X2 (2.5.2)

mit

X =
gJµB − gIµK

Ah
B. (2.5.3)

Die Größe A bezeichnet die Hyperfeinstrukturkonstante des Grundzustands und gI bzw.
gJ den g-Faktor des Kerns bzw. der Hülle. Des Weiteren symbolisieren µK bzw. µB das
Kernmagneton bzw. das Bohrsche Magneton3. Die Größe mF = {0,±1} bezeichnet
die Magnetquantenzahl des Zustands 2S1/2, F = 1 und das Vorzeichen vor der Wurzel
hängt von der gekoppelten Drehimpulsquantenzahl F ab. Diese setzt sich zu F = I± J
aus dem Kernspin I und dem Drehimpuls der Hülle J zusammen. Für den Grundzustand
2S1/2 (I = 1/2, J = 1/2) gibt es entweder F = 0 oder F = 1. Für den Zustand mit
F = 0 gilt das negative und für den mit F = 1 das positive Vorzeichen in der Gleichung
(2.5.2). Für alle in dem experimentellen Aufbau vorhandene Magnetfelder B gilt, dass
ihre hervorgerufene Energieverschiebung klein gegenüber der Hyperfeinstrukturkonstan-
ten A ist und es folgt somit X � 1. Daher lässt sich die Gleichung (2.5.2) weiter nähern
und es folgt für die Resonanzfrequenz ωπ des magnetischen π-Übergangs (∆mF = 0)
zwischen den Zuständen 2S1/2, F = 0 und 2S1/2, F = 1, mF = 0 in guter Näherung

~ωπ = A

(
1 +

X2

2

)
. (2.5.4)

Für die Resonanzfrequenz ωσ± des magnetischen σ± Übergangs (∆mF = ±1) zwischen
den beiden Zuständen 2S1/2, F = 0 und 2S1/2, F = 1, mF = ±1 gilt dann die Näherung

~ωσ± = A± gIµKB ±
A

2
X. (2.5.5)

Für alle weiteren praktischen Abschätzungen der Übergangsfrequenzen soll in dieser
Arbeit der lineare Zeeman-Effekt

~ωπ ≈ A und ~ωσ± ≈ A± gFµBB (2.5.6)

dienen, wobei gF dem gyromagnetischen Faktor entspricht. Für die wirkenden Magnet-
felder von einigen Gauß ist die relative Abweichung zwischen (2.5.2) und (2.5.6) von
der Größenordnung 10−3.

3Zahlenwerte dieser physikalischen Konstanten sind in Anhang C zu finden.
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2.5.2. Adressierbarkeit in einem Magnetfeldgradienten

Nach der Beschreibung, wie ein homogenes Magnetfeld auf die Hyperfeinzustände des
Grundzustands 2S1/2 eines 171Yb+-Ions wirkt, sollen im Weiteren die Konsequenzen
eines Magnetfeldgradienten auf eine Kette von gespeicherten Ionen diskutiert werden.
Das Magnetfeld zeigt dabei entlang der Fallenachse und weist einen homogenen Gra-
dienten auf. Es ist also ortsabhängig und wird beschrieben durch

B(z) = B0 + bz , (2.5.7)

wobei B0 ein statisches Magnetfeld, b = dB
dz

den Gradienten und z die axiale Position
in der Falle beschreibt. Aufgrund des linearen Zeeman-Effekts (2.5.6) hängt nun die
Resonanzfrequenz des σ±-Übergangs eines Ions von seiner Position im Magnetfeldgra-
dienten ab. Die Frequenzaufspaltung ∆ω zwischen zwei Ionen mit dem Abstand δz ist
dann

∆ω = gFµB∆mF δz b. (2.5.8)

Mit den typischen Abständen von 10 µm und einem Gradienten von b =19Tm−1 ergibt
sich eine typische Frequenzaufspaltung der Ionen von 2π×2,7MHz. Für die magne-
tischen π-Übergänge verschwindet der lineare Zeeman-Effekt, jedoch folgt aus der
Breit-Rabi Formel (2.5.2) in diesem Fall ein Frequenzunterschied von 1,28 kHz, der
aber bei vielen Experimenten vernachlässigt werden kann.

2.5.3. Kopplung interner und externer Freiheitsgrade

Für den Fall eines Magnetfeldgradienten entlang der Symmetrieachse der Ionenfalle
hängt die innere Energie eines Ions von seiner axialen Position ab (vgl. auch die Glei-
chung (2.5.8)). Eine Ortsabhängigkeit der inneren Energie führt immer zu einer Kraft,
deren Richtung in diesem Fall von dem Zustand des Qubits abhängt [24; 57; 64]. In
der Abbildung 2.4 ist dieses für ein Einzelion illustriert. Das Fallenpotenzial führt zu
einem harmonischen Potenzial, in dem das Ion um eine Gleichgewichtsposition herum
gespeichert ist. In der Illustration wird dieses Potenzial durch eine Parabel dargestellt.
Der Einfluss des Magnetfeldgradienten wird in guter Näherung durch den linearen Zee-
man-Effekt (2.5.6) beschrieben, der zu einer Ortsabhängigkeit der Zeeman-Zustän-
de 2S1/2, F = 1, mF = ±1 führt. Die Zustände 2S1/2, F = 1, mF = 0 und 2S1/2, F = 0

hingegen sind in guter Näherung nicht magnetfeld- und damit auch nicht positionsab-
hängig. In der Illustration ist dieses durch die orstabhängige Zeeman-Aufspaltung der
Zustände dargestellt. Die Überlagerung dieser Potenziale führt zu unterschiedlichen
Ruhelagen eines Ions, je nachdem in welchem Zustand es sich befindet.

Wird ein Ion somit beispielsweise aus dem Grundzustand 2S1/2, F = 0 nach 2S1/2,F =

1,mF = −1 angeregt, so ändert sich seine Ruhelage und es oszilliert um die neue
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Abbildung 2.4.: Qualitative Beschreibung der zustandsabhängigen Kraft. Das Fal-
lenpotenzial bestimmt ein harmonisches Potenzial (dargestellt durch eine Parabel),
in dem ein Ion gespeichert wird. Der Magnetfeldgradient führt zu einer orstabhängi-
gen internen Energie der beiden Hyperfeinzustände 2S1/2, F = 1, mF = ±1. Diese
führt zu einer Kraft (schwarzer Pfeil), deren Vorzeichen von der Magnetquanten-
zahl mF abhängt. Somit resultiert je nach Zustand des Ions ein unterschiedliches
Potenzial mit unterschiedlicher Gleichgewichtslage (blau dargestellt). Ändert das
Ion seinen Zustand so, dass dieses mit einem Wechsel der Gleichgewichtsposition
einhergeht, können externe Freiheitsgrade angeregt werden.

Gleichgewichtsposition. Auf diese Weise können effektiv externe Bewegungsfreiheits-
grade angeregt werden, auch wenn der Impuls von Mikrowellenphotonen zu gering ist.

In dem Folgenden wird dieser Effekt quantitativ diskutiert. Die Stärke einer Spin-Pho-
non-Kopplung wird allgemein durch einen Lamb-Dicke-Parameter (LDP) beschrieben.
Für die Verwendung von Mikrowellenstrahlung ist der LDP η = ∆z1/λ jedoch vernach-
lässigbar klein, weil Photonen im Mikrowellenbereich, im Gegensatz zu optischen Pho-
tonen, kaum einen Impuls übertragen. So beträgt die Wellenlänge λµw der verwendeten
Mikrowellenstrahlung etwa 2 cm und die Ausdehnung der Grundzustandswellenfunktion
∆z1 ist für die typischen experimentellen Parameter von der Größenordnung 10 nm.
Hieraus resultiert ein LDP von lediglich ηµw = 5× 10−7. Der LDP für Laserlicht einer
Wellenlänge bei 369 nm hingegen beträgt ηoptisch = 3× 10−2.

Der statische Magnetfeldgradient induziert jedoch eine Spin-Phonon-Kopplung, die
durch einen effektiven LDP beschrieben werden kann [57]:

ηeff =
∆z∂zω

ν1

. (2.5.9)

Dieser wurde in einem vergleichbaren Vorgängeraufbau zum ersten Mal experimentell
nachgewiesen [28]. Für die typischen experimentellen Parameter dieser Arbeit beträgt

23



2. Theoretische Grundlagen

er an dem beschriebenen Aufbau ηeff = 3,4× 10−2 [56; 30] und ist somit vergleichbar
mit einem LDP, wie er sich bei der Verwendung von Laserlicht ergibt.

Der Hamilton-Operator, der die Wechselwirkung eines in einem Magnetfeldgradien-
ten gespeicherten Ions mit elektromagnetischer Strahlung der Frequenz ωµw , der Phase
ϕ und der Amplitude Ω beschreibt, ist in einem geeigneten Bezugssystem und nach
Anwendung der Drehwellennäherung der Form [57]

H̃µw =
~
2

Ω[σ+e iηeff (a†(t)+a(t))e−i(∆t−ϕ) + σ−e−iηeff (a†(t)+a(t))e i(∆t−ϕ)] (2.5.10)

mit den zeitabhängigen Erzeuger- und Vernichter-Operatoren a†(t) = a†e iν1t bzw.
a(t) = ae−iν1t und der Verstimmung der Mikrowellenstrahlung ∆ = ω − ωµw. Im
sogenannten Lamb-Dicke-Regime (ηeff � 1) können durch die Wahl geeigneter Mi-
krowellenfrequenzen unterschiedliche Prozesse angeregt werden, wie es im Folgenden
dargelegt wird.

Resonanzfall

Für den Resonanzfall ∆ = 0 ist der Hamilton-Operator im geeigneten Bezugssystem

H̃Tµw =
~
2

Ωn,n[σ+e iϕ + σ−e−iϕ],

=
~
2

Ωn,n[σx cosϕ− σy sinϕ] (2.5.11)

und eine Anregung erfolgt auf dem Träger ohne Änderung der Besetzungszahl n der
Schwingungsmode. Die Rabi-Frequenz des Trägers

Ωn,n = (1− η2
ef f n)Ω (2.5.12)

ist abhängig von dem effektiven LDP und der Phononenbesetzung der Schwerpunktsmo-
de. Das resonante Antreiben des Trägerübergangs bildet die Grundlage für die gezielte
Manipulation einzelner Qubits, wie sie weiter im Abschnitt 2.6 beschrieben wird.

Blaues Seitenband

Für den Fall, dass das antreibende Feld gerade um die Fallenfrequenz ν1 blau verstimmt
ist (∆ = −ν1), kann ein blaues Seitenband (BSB) mit der Rabi-Frequenz

Ωn,n+1 = ηeff

√
n + 1 Ω (2.5.13)

getrieben werden und der Hamilton-Operator lautet

H̃BSB
µw =

~
2

Ωn,n+1ηeff [σ+a†e iϕ + σ−ae−iϕ]. (2.5.14)
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Rotes Seitenband

Ist das Feld hingegen rotverstimmt (∆ = ν1), so kann die Anregung auf einem roten
Seitenband (RSB) erfolgen und der Hamilton-Operator lautet nun

H̃RSB
µw =

~
2

Ωn,n−1ηeff [σ+ae iϕ + σ−a†e−iϕ]. (2.5.15)

Die Rabi-Frequenz, mit welcher das rote Seitenband angetrieben wird ist

Ωn,n−1 = ηeff

√
nΩ. (2.5.16)

Die gezielte Anregung des roten Seitenbands geht mit der Vernichtung eines Phon-
ons einher und bildet somit zusammen mit einem geeigneten dissipativen Prozess die
Grundlage für Seitenbandkühlung im Mikrowellenregime [57; 65; 30; 66], welche bei
einigen der Experimente verwendet wurde (vgl. Abschnitt 4.1).

2.5.4. Spin-Spin-Kopplung

Für eine Kette von mehreren gespeicherten Ionen führt die Ortsabhängigkeit der in-
ternen Energie zu einer effektiven Spin-Spin-Wechselwirkung, die von der Coulomb-
Wechselwirkung vermittelt wird. Der grundlegende Mechanismus ist für zwei Ionen in
der Abbildung 2.5 qualitativ dargestellt. Am Anfang befindet sich das erste Ion in dem
Grundzustand 2S1/2, F = 0 und das zweite in dem Zustand 2S1/2, F = 1, mF = −1.
Die Gleichgewichtspositionen der beiden Ionen sind dann durch 1 und 2 gekennzeich-
net. Wird nun das erste Ion auch in den Zustand 2S1/2, F = 1, mF = −1 angeregt,
wirkt zusätzlich die zustandsabhängige Kraft F−. Die Ruhelage ändert sich von 1 nach
1’ und das Ion verschiebt sich entsprechend. Aufgrund der Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Ionen ändert sich ebenfall die Ruhelage des zweiten Ions von 2 nach 2’.
Die ortsabhängige Zeeman-Aufspaltung führt nun dazu, dass sich die innere Energie
des zweiten Ions verringert. Auf diese Weise hängt die innere Energie des zweiten Ions
von dem Zustand des ersten Ions ab. Dieser Effekt kann durch eine effektive Spin-Spin-
Kopplung beschrieben werden kann [57]. Die Energieverschiebung wird dabei durch
die zustandsabhängige Kraft F und die Ortsverschiebung der Gleichgewichtsposition d
beschrieben [54]:

~J = −F d . (2.5.17)

Für den Fall, dass die zustandsabhängige Kraft ein anderes Vorzeichen hat, ändert
sich auch die Energieverschiebung entsprechend. In diesem Fall hat die Kopplungskon-
stante J ein anderes Vorzeichen. Diskutieren lässt sich dieses anhand der Situation,
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Abbildung 2.5.: Von der Coulomb-Wechselwirkung vermittelte effektive Spin-Spin-
Kopplung. Zwei Ionen befinden sich harmonisch im Fallenpotenzial gebunden (Pa-
rabel). Der Magnetfeldgradient (schwarze Pfeile) führt zu einer zustandsabhängi-
gen Kraft, die zusätzlich zu dem Fallenpotenzial und der Coulomb-Wechselwirkung
die Ruhelage der beiden Ionen bestimmt. Für den Fall, dass das erste Ion von
dem Grundzustand 2S1/2, F = 0 nach 2S1/2, F = 1, mF = −1 angeregt wird (grauer
Pfeil), führt die nun zusätzlich wirkende Kraft F− dazu, dass sich die Ruhelage von
1 (hellblau) nach 1’ (dunkelblau) ändert. Durch die gegenseitige Coulomb-Wech-
selwirkung, wird nun auch das zweite Ion von 2 (hellblau) nach 2’ (dunkelblau)
verschoben. Die ortsabhängige Zeeman-Aufspaltung führt dazu, dass die Energie
des zweiten Ion im Zustand 2S1/2, F = 1, mF = −1 verringert wird.

in welcher das zweite Ion sich in dem Zustand 2S1/2, F = 1, mF = +1 befindet (nicht
dargestellt). Nun führt die Änderung der Ruheposition von 2 nach 2’ dazu, dass sich
die Energie erhöht statt sich zu verringern. Beschrieben wird dieses durch eine Spin-
Spin-Kopplung mit einem negativen Vorzeichen.

Die effektive Kopplung kann für die Verwendug von unterschiedlichen Zuständen un-
terdrückt werden. Wird beispielsweise das erste Ion statt nach 2S1/2, F = 1, mF = −1

nach 2S1/2, F = 1, mF = 0 angeregt, ändert sich seine Ruhelage und somit auch die des
zweiten Ions nicht. In der Folge ist in dieser Situation die Energie des zweiten Ions unab-
hängig davon, ob sich das erste in dem Zustand 2S1/2, F = 0 oder 2S1/2, F = 1, mF = 0

befindet und die Kopplungskonstante J ist in guter Näherung null.
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Neben der obigen semi-klassischen Beschreibung ergibt eine Betrachtung der quan-
tisierten Bewegung einer Kette von N Ionen in einem geeigneten Bezugssystem den
Hamilton-Operator [57]

H̃sys = −
~
2

N∑
i=1

ωiσ
(i)
z + ~

N∑
n=1

νna
†
nan −

~
2

N∑
i<j

Ji jσ
(i)
z σ

(j)
z . (2.5.18)

Der erste Term beschreibt hierbei die innere Energie aller einzelnen Ionen, die von ih-
rer Position abhängt. Der zweite Term beschreibt die Energie aller Schwingungsmoden,
wobei a†n dem Erzeugungs- und an dem Vernichtungs-Operator der Schwingungsmode n
entspricht. Der dritte Term beschreibt schließlich die gegenseitige Spin-Spin-Kopplung
der Ionen. Diese J-Kopplung ist

Ji j =

N∑
n

νnεinεjn, (2.5.19)

wobei die dimensionslose Konstante

εin ≡ ∂zωi
∆zn
νn
Sin. (2.5.20)

beschreibt, wie stark Ion i an die Mode n koppelt. νn entspricht hierbei der Eigenfre-
quenz und der ∆zn =

√
~

2Mνn
der Ausdehnung der Grundzustandswellenfunktion der

Mode n. Die dimensionslose Größe Sin beschreibt die normierte Auslenkung des Ions i
bei Anregung der Mode n.

Da die partielle Ableitung der inneren Energie der Ionen immer paarweise in der J-
Kopplung zwischen zwei Spins auftritt (vgl. (∂zωi)× (∂zωj) in Gleichung (2.5.19) und
∂zω = gFµB∆mF b aus Gleichung (2.5.8)), ist es möglich, das Vorzeichen der Kopp-
lung zu beeinflussen. Falls beide Spins ihren angeregten Zustand in Hyperfeinzuständen
2S1/2, F = 1, mF = ±1 mit unterschiedlichen Magnetquantenzahlen haben, wird die J-
Kopplung negativ. Sind die Magnetquantenzahlen hingegen gleich, ist die Kopplung
immer positiv. Ist der angeregte Zustand hingegen der (in erster Ordnung) magnefeld-
undabhängige Zustand 2S1/2, F = 1, mF = 0 verschwindet die partielle Ortsableitung
und ebenso die Kopplung.

Für den Fall von zwei Ionen in einem Gradienten von 19Tm−1 und einer Fallenfre-
quenz von ν1 = 2π × 124 kHz ergibt sich eine Kopplung von J12 = 2π × 50 Hz, die an
dem vorhandenen Aufbau zum ersten Mal nachgewiesen worden ist [29; 56].
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2.6. Mikrowellenpulse

2.6.1. Pulse und Drehungen

In dem vorherigen Abschnitt 2.5.3 ist der Hamilton-Operator eines gespeicherten Ions in
einem Magnetfeldgradienten unter Einwirkung eines zusätzlichen antreibenden Feldes
diskutiert worden (siehe Gleichung (2.5.11)). Führt der Magnetfeldgradient zu einer
Zeeman-Aufspaltung der einzelnen Ionen, die wesentlich größer als die Rabi-Frequenz
des antreibenden Feldes ist, so wechselwirkt in guter Näherung immer nur eines der
Ionen mit dem Feld und für die anderen ist dieses zu weit verstimmt. Aus diesem Grund
können die wesentlichen Erkenntnisse aus dem vorherigen Abschnitt auch auf eine Ket-
te von mehreren in einer linearen Paul-Falle gespeicherten Ionen angewandt werden. Im
Folgenden wird nun genau von dieser Situation ausgegangen und die gezielte Wechsel-
wirkung eines Ions mit dem Feld diskutiert. Diese Wechselwirkung ist die Grundlage für
die Realisierung beliebiger Ein-Qubit-Logikgatter. Die unbeabsichtigte Wechselwirkung
der anderen Ionen wird im Abschnitt 2.6.2 beschrieben und im Kapitel 6 experimentell
untersucht.

Hier wird nun weiter davon ausgegangen, dass die Bewegungsseitenbänder deutlich
aufgelöst sind. Experimentell lässt sich das dadurch erreichen, dass die Rabi-Frequenz
des den Träger antreibenden Feldes kleiner als die axiale Fallenfrequenz ist. Für den
Fall, dass die Anregung nahe dem Träger erfolgt, können die Seitenbänder somit eben-
falls vernachlässigt werden. Die Zeitentwicklung der Wechselwirkung (vgl. Gleichung
(2.5.11)) lässt sich mit Hilfe eines Bezugssystems beschreiben, das mit der Winkelge-
schwindigkeit des antreibenden Feldes ωµw um die z-Achse rotiert. Der Hamilton-Ope-
rator lautet dann [34]

Hrot = −~(ω0 − ωµw)σz/2− ~Ω(σx cosϕ− σy sinϕ)/2. (2.6.1)

Für den Fall, dass das antreibende Feld resonant ist (ωµw = ω0) verschwindet der erste
Term des Hamilton-Operators und die Zeitentwicklung U = e−iH

rott/~ des Qubits wird
durch den zweiten Term beschrieben. Vergleicht man diese Zeitentwicklung

Uµw(t, ϕ) = exp

(
i
Ωt

2
(σx cosϕ− σy sinϕ)

)
(2.6.2)

mit dem Operator einer Drehung um den Winkel θ um die Drehachse ~n (vgl. Gleichung
(2.1.8)), so erkennt man, dass der Bloch-Vektor des Qubits um einen Winkel Ωt ge-
dreht wird. Die Rotationsachse liegt für den Resonanzfall in der xy -Ebenen und ist
durch die Wahl der Phase ϕ bestimmt. Für eine Phase ϕ = π/2 erfolgt die Drehung
beispielsweise um die y -Achse und für ϕ = π um die x-Achse. Bei dieser Bewegung
handelt es sich jeweils um eine Nutation.
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2.6. Mikrowellenpulse

Abbildung 2.6: Dynamik eines resonanten
π-Pulses, der den Anfangszustand |1〉 nach
|ψ〉 = |0〉 dreht. Die Drehachse Ω0Ω0Ω0 liegt
dabei in der xy -Ebenen und die Phase des
Pulses ist 7π/4.

Die obige Zeitentwicklung für eine resonante Anregung des Trägers (vgl. Gleichung
(2.6.2) ist die Grundlage für beliebige Ein-Qubit-Gatter, wie sie im Folgenden weiter
beschrieben werden. Die Realsierung erfolgt dabei mittels Mikrowellenpulsen der Puls-
dauer τ , der Phase ϕ und der Rabi-Frequenz Ω. Zur besseren Anschauung wird die
Zeitentwicklung weiter vereinfacht zu

Uµw(τ, ϕ) = 1 cos
Ωτ

2
+ iσx sin

Ωτ

2
cosϕ− iσy sin

Ωτ

2
sinϕ

= cos
Ωτ

2
1 + sin

Ωτ

2
(ie iϕ)|0〉〈1|+ sin

Ωτ

2
(ie−iϕ)|1〉〈0| . (2.6.3)

π-Puls

Ein bedeutender Puls ist zum Beispiel der π-Puls, für den gilt Ωτ = π. Seine Zeitent-
wicklung ist

Uπ(ϕ) = i cosϕσx − i sinϕσy

= ie iϕ|0〉〈1|+ ie−iϕ|1〉〈0|. (2.6.4)

Dieser Puls ändern also den Zustand |1〉 nach |0〉 und umgekehrt und entspricht (bis
auf einen Phasenfaktor) einem logischen NOT-Gatter. Die Dynamik des Pulses ist in
der Abbildung 2.6 dargestellt.

Die Nacheinanderausführung von zwei π-Pulsen gleicher Phase ergibt als effektive
Zeitentwicklung

Uπ(ϕ)2 = (i cosϕσx − i sinϕσy)2

= −1 (2.6.5)

die Identität mit einem irrelevanten globalen Vorzeichen.
Sind die Phasen der beiden π-Pulse unterschiedlich, so ist die effektive Zeitentwick-

lung eine Drehung Z um die z-Achse.

Uπ(ϕ2)Uπ(ϕ1) = (i cosϕ2σx − i sinϕ2σy)(i cosϕ1σx − i sinϕ1σy)

= −Z (ϕ1 − ϕ2) (2.6.6)
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Abbildung 2.7: Dynamik eines resonanten
π/2-Pulses. Die Drehachse Ω0Ω0Ω0 liegt in der
xy -Ebenen und der Anfangszustand |1〉
wird in einen gleichmäßigen Superpositions-
zustand |ψ〉 in der Äquatorebene der Bloch-
Kugel überführt.

π/2-Puls

Ein weiterer oft verwendeter Puls ist der π/2-Puls, der wegen Ωτ = π/2 durch die
Zeitentwicklung

Uπ/2(ϕ) =
1√
2

(
1 + ie iϕ|0〉〈1|+ ie−iϕ|1〉〈0|

)
(2.6.7)

beschrieben wird.
In der Abbildung 2.7 ist die Dynamik eines π/2-Pulses dargestellt. Dieser dreht den

Anfangszustand |1〉 in einen gleichmäßigen Superpositionszustand. Die Phase des Pul-
ses ist 7π/4. Wird ein solcher Puls hingegen mit der Phase 0 auf den Zustand |0〉 an-
gewandt, so erzeugt er den kohärenten Superpositionszustand |ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ i |1〉).

Hadamard-Gatter

Aus Drehungen um die x- bzw. die y -Achse ist es möglich, jedes beliebige Ein-Qubit-
Gatter zu realisieren [34]. Ein solches ist das Hadamard-Gatter, welches durch die
Wahrheitstabelle

|0〉 → 1/
√

2(|0〉+ |1〉)
|1〉 → 1/

√
2(|0〉 − |1〉) (2.6.8)

(2.6.9)

definiert ist [17]. Eine mögliche experimentelle Realisierung dieses Gatters ist die Nach-
einanderausführung zweier Pulse bzw. Drehungen. Die erste ist dabei eine Drehung
von π um die negative x-Achse. Darauf folgt eine Drehung von π/2 diesmal um die
negative y -Achse. Die Abbildung 2.8 illustriert diese Dynamik für den Anfangszustand
|0〉.
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Abbildung 2.8: Dynamik eines Hadamard-
Gatters, das aus zwei Pulsen zusammen-
gesetzt ist. Der Anfangszustand |0〉 wird
von dem ersten π-Puls, um die negative
x-Achse nach |1〉 gedreht. Der folgende
π/2-Puls dreht den Zustand schließlich um
die negative y -Achse nach |ψ〉 = |+〉.

2.6.2. Pulsfehler

In dem vorherigen Abschnitt wurde dargelegt, wie beliebige Ein-Qubit-Operationen
mit Hilfe von Mikrowellenpulsen realsiert werden können. Die Diskussion beruhte auf
der Annahme, dass die Parameter der Pulse perfekt kontrolliert werden können. In
einer realistischen Umgebung sind diese Annahmen jedoch nicht zwangsläufig erfüllt,
was im Allgemeinen zu Pulsfehlern führt [67; 68]. Aus diesem Grund werden in dem
folgenden Abschnitt die möglichen Quellen dieser Pulsfehler aufgezeigt und auch die
Konsequenzen veranschaulicht.

Verstimmung

Der bedeutenste Fehler an dem verwendeten Aufbau beruht auf einer möglichen Ver-
stimmung ∆ = ω − ωµw der Mikrowellenpulse mit der Frequenz ωµw relativ zur Hy-
perfeinaufspaltung der Ionen ω. Bei dem verwendeten experimentellen Aufbau ist der
dominierende Faktor, der eine Verstimmung hervorruft, jedoch nicht eine Instabilität
der Mikrowellenkette zum Erzeugen der Pulse, sondern eine zeitliche Drift der Qubit-
Übergänge (vgl. Anhang G). Bei solch einer Verstimmung ist die Resonanzbedingung
nicht erfüllt und der Hamilton-Operator (2.6.1) lässt sich nicht wie zuvor weiter verein-
fachen. Die Zeitentwicklung

Uµw(τ, ϕ) = cos(ΩRt/2)1− i sin(ΩRτ/2)[n⊥(σx cosϕ− σy sinϕ)

+nzσz ] (2.6.10)

entspricht nun einer Präzession um eine Drehachse, welche um den Winkel

α = arctan(Ω/∆) (2.6.11)

von der z-Achse verkippt ist [34]. Die Winkelgeschwindigkeit der Präzession ist

ΩR =
√

Ω2 + ∆2 (2.6.12)

und wird verallgemeinerte Rabi-Frequenz genannt.
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2. Theoretische Grundlagen

Abbildung 2.9: Dynamik eines verstimm-
ten π-Pulses. Die Drehachse ΩΩΩ liegt nicht
länger in der xy -Ebenen wie die ideale Dreh-
achse Ω0Ω0Ω0 für den Resonanzfall. Darüber hin-
aus erfolgt die Drehung mit der schnelleren
verallgemeinerten Rabi-Frequenz und somit
endet der Zustand nicht wie beabsichtigt in
|ψ〉 = |0〉, sondern in |φ〉.

Für die z-Komponente der Drehachse gilt nz = ∆/ΩR und die Komponente in der
xy -Ebenen ist n⊥ = Ω/ΩR. Die Orientierung dieser Komponente ist weiterhin durch die
Phase ϕ des Pulses bestimmt. Eine Verstimmung führt also dazu, dass die Drehung des
Bloch-Vektors nicht länger um die gewünschte Drehachse erfolgt und darüber hinaus
schneller ist als im Resonanzfall. In der Abbildung 2.9 ist die resultierende Dynamik
dargestellt. Der Anfangszustand |1〉 wird von dem beabsichtigten π-Puls, der jedoch
um 0,65Ω0 verstimmt ist nicht in den idealen Zustand |0〉 gedreht. Die Ursache ist,
dass die Drehachse nicht länger in der xy -Ebenen liegt. Man erkennt ebenfalls wie der
Zustand nicht um den Winkel π, sondern wegen der verallgemeinerten Rabi-Frequenz
um einen größeren Winkel gedreht wird.

Ist die Verstimmung wesentlich größer als die Rabi-Frequenz, so entspricht die ver-
allgemeinerte Rabi-Frequenz in guter Näherung der Verstimmung und die schnelle Ro-
tation erfolgt nahezu parallel zur z-Achse. Aus der obigen Diskussion ist ebenfalls
ersichtlich, dass der Pulsfehler bei einer gegebenen Verstimmung ∆ für eine größere
Rabi-Frequenz Ω kleiner wird.

Pulsflächenfehler

Ein anderer Pulsfehler, der an dem vorhandenen Aufbau auftreten kann, ist ein Pulsflä-
chenfehler. Hierbei entspricht für einen Rechteckpuls das Produkt aus Rabi-Frequenz
und Pulsdauer nicht der gewünschten Pulshöhe. Dieses kann daran liegen, dass die Puls-
dauer nicht exakt kontrolliert werden kann. Die vorhandene Mikrowellenkette erlaubt
jedoch eine Kontrolle der Pulslängen mit einer Auflösung von 5 ns (vgl. das Kapitel 3
und [69]). Diese Länge ist vernachlässigbar klein gegenüber den typischen Pulsdauern
von 10 µs. Eine andere mögliche Ursache wäre eine zeitliche Änderung des Ausgangs-
pegels der Mikrowellenkette. Solches konnte an dem vorhandenen Aufbau jedoch nicht
beobachtet werden. Die Ursache für Pulsflächenfehler an dem verwendeten experimen-
tellen Aufbau ist vielmehr, dass die Rabi-Frequenz nur mit einem statistischen Fehler
von etwa 100Hz gemessen werden kann. Aufgrund der vorhandenen Drift der Qubit-
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2.6. Mikrowellenpulse

Abbildung 2.10: Dynamik eines beabsich-
tigten π-Pulses mit einem Pulsflächenfeh-
ler. Die Drehachse ΩΩΩ liegt zwar in der
xy -Ebenen, jedoch ist die Rotation schnel-
ler als beabsichtigt. Der Anfangszustand |1〉
endet daher in |φ〉 statt in |ψ〉 = |0〉.

Übergänge ändert sich während der Bestimmung der Rabi-Frequenz kontinuierlich die
verallgemeinerte Rabi-Frequenz, wodurch eine genauere Messung verhindert wird.

Ein Pulslängenfehler führt dazu, dass der Bloch-Vektor des Qubits nicht um den
gewünschten Winkel, sondern um einen kleineren bzw. größeren gedreht wird. Ist die
Resonanzbedingung erfüllt und der Pulslängenfehler der einzige Pulsfehler, so erfolgt
die Drehung jedoch weiterhin um die gewünschte Drehachse in der xy -Ebenen. In der
Abbildung 2.10 ist dieses für einen beabsichtigten π-Puls mit einem relativen Pulsflä-
chenfehler von 0,15 illustriert. Der Drehwinkel ist zu groß und der Zustand endet nicht
in |ψ〉 = |0〉, sondern in |φ〉.

Phasenfehler

Ein dritter Pulsfehler betrifft die Phase des Pulses. Kann diese nicht exakt kontrolliert
werden, so erfolgt die Drehung um eine in der xy -Ebenen leicht verdrehten Achse.
In dem vorhandenen experimentellen Aufbau kann dieser Fehler jedoch vernachlässigt
werden, denn die verwendete Mikrowellenkette erlaubt eine Kontrolle der Phase mit
einer Genauigkeit von besser als 0,1mrad [69].

In der Abbildung 2.11 ist ein solcher fehlerhafter π-Puls illustriert. Der Puls ist
resonant und daher liegt die Drehachse ΩΩΩ in der xy -Ebenen, jedoch aufgrund eines
Phasenfehlers von π/10 anders ausgerichtet als die beabsichtigte Drehachse Ω0Ω0Ω0. Der
Superpositionszustand |φ〉, der aus dem Anfangszustand |1〉 erzeugt wird, stimmt somit
nicht mit dem beabsichtigten Zustand |ψ〉 überein.

Abbildung 2.11: Dynamik eines
π/2-Pulses mit einem Phasenfehler
von π/10. Die Drehachse ΩΩΩ liegt zwar
wie die beabsichtigte Drehachse Ω0Ω0Ω0 in der
xy -Ebenen, ist jedoch fehlerhaft ausgerich-
tet. Daher wird der Zustand |1〉 nicht nach
|ψ〉, sondern nach |φ〉 gedreht.
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2. Theoretische Grundlagen

2.7. Mehr-Qubit-Gatter und Ising-Hamiltonian

Die Spin-Spin-Wechselwirkung

HIsing = −
~
2

N∑
i<j

Ji jσ
(i)
z σ

(j)
z (2.7.1)

aus dem Ising-Hamiltonian (2.5.18), der eine Kette von gespeicherten Ionen in einem
Magnetfeldgradienten beschreibt, erlaubt die Realsierung von Zwei- und Mehr-Qubit-
Gattern. Diese besetehen aus Einzelqubitrotationen, wie sie in dem vorherigen Ab-
schnitt diskutiert wurden, und Wartezeiten, in denen sich das gekoppelte System ent-
sprechend dem obigen Hamilton-Operators entwickelt (siehe auch [34]).

Abbildung 2.12.: Dynamik eines bedingten Zwei-Qubit-Gatters. Das Gatter be-
steht aus Einzelqubitrotationen des Ziel-Qubits (blau) und einer Wartezeit, in der
es sich abhängig vom Zustand des Kontroll-Qubits (rot) entwickelt. Das System
ist dabei entweder in |0〉|0〉 (a) bzw. in |1〉|0〉 (b) initialisiert. Siehe Text für weitere
Diskussion.

An dieser Stelle wird diskutiert, wie damit ein bedingtes Zwei-Qubit-Gatter bzw.
ein CNOT-Gatter (siehe den Abschnitt 2.1.3) realisiert werden kann. Der einfachste

34
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Spezialfall besteht hierbei darin, dass beide Qubits anfangs in den Basiszuständen |0〉
bzw. |1〉 präpariert worden sind. Für diese Fälle wird das Zwei-Qubit-System jederzeit
durch ein Produkt aus Einzelqubitzuständen beschrieben und kann daher durch zwei
Bloch-Kugeln dargestellt werden. Für den Fall, dass sowohl das Kontroll- als auch das
Ziel-Qubit in |0〉 präpariert worden sind, findet sich die Dynamik des Gatters in der Ab-
bildung 2.12 (a) dargestellt. Nach der Initialisierung wird das Ziel-Qubit (blau) mittels
eines π/2-Pulses der Phase ϕ = 0 in einem Superpositionszustand gebracht. Der Zu-
standsvektor zeigt dabei parallel zur y -Achse. Danach folgt eine freie Entwicklung. Die
Zeitentwicklung des Ziel-Qubits entspricht dabei der Rotation entgegen der z-Achse
und die Wartedauer ist so gewählt, dass der Drehwinkel π/2 resultiert. Danach folgt
eine Drehung des Ziel-Qubits mittels eines π/2-Pulses der Phase ϕ = 3π/2 und der
Zustand wird zurück nach |0〉 gebracht. Die Logik dieser Operation lautet somit (bis
auf einen Phasenfaktor)

|0〉|0〉 → |0〉|0〉 . (2.7.2)

Für den Fall, dass das Kontroll-Qubit hingegen in |1〉 initialisiert worden ist, findet
sich die Dynamik in der Abbildung 2.12 (b) dargestellt. Nach der Präparation und dem
ersten π/2-Puls entspricht die Zeitentwicklung des Ziel-Qubits nun einer Drehung um
die z-Achse. Der zweite π/2-Pulse bringt das Qubit nun in den Zustand |1〉 und die
Logik ist

|1〉|0〉 → |1〉|1〉 . (2.7.3)

Für die anderen Anfangszustände |0〉|1〉 und |1〉|1〉 folgt analog, dass das Ziel-Qubit
nur dann seinen Zustand ändert, falls das Kontroll-Qubit sich in |1〉 befindet (vgl. die
Wahrheitstafel des CNOT-Gatters (2.1.9)).

Experimentelle Realisierungen dieses bedingten Zwei-Qubit-Gatters sind in dem Ka-
pitel 7 oder in [56; 70] weiter diskutiert.

35



3
Experimenteller Aufbau

Nachdem in dem vorherigen Kapitel die theoretischen Grundlagen der Quanteninforma-
tionsverarbeitung mit gespeicherten 171Yb+-Ionen erläutert worden sind, folgt nun die
Beschreibung des experimentellen Aufbaus, der im Rahmen dieser Dissertation durchge-
führten Experimente. Eine umfangreichere Beschreibung ist vorherigen Arbeiten an dem
gleichen Aufbau zu entnehmen [56; 30]. An dieser Stelle werden diese Beschreibungen
auf das Wesentliche zusammengefasst und ggf. Änderungen an dem experimentellen
Aufbau diskutiert. In dem nächsten Kapitel 4 wird dann erläutert, wie der Aufbau für
die Durchführung der Experimente verwendet wird.

3.1. Fallenapparatur in der Vakuumkammer

Die lineare Ionenfalle zum Speichern der Ionen befindet sich in einem Ultrahochvakuum
innerhalb eines Vakuumrezipienten (siehe dazu die Abbildung 3.1), um unbeabsichtigte
Stöße der Ionen mit Restgasatomen zu minimieren. Die Falle basiert auf Arbeiten aus
der Gruppe von Prof. R. Blatt in Innsbruck [55] und wurde dahingehend modifiziert,
dass Permanentmagnete zum Erzeugen eines statischen Magnetfeldgradienten in das
Design der Falle eingefügt wurden [56]. Konstruktionszeichnungen sind daher [55] zu
entnehmen und eine detailliertere Beschreibung der Modifikationen und der verwende-
ten Magnete ist in [56] zu finden.

Zur Erzeugung des radialen Einschlusses wird, an zwei der Klingen eine Wechselspan-
nungen mit einer Frequenz von etwa 18,9MHz und einer Amplitude von 600V angelegt
und die anderen beiden Klingen mit der Masse verbunden. Die Endkappenelektroden,

36



3.1. Fallenapparatur in der Vakuumkammer

Abbildung 3.1.: Die geöffnete Vakuumkammer vor der Versiegelung mit dem Be-
obachtungsfenster. Siehe den Text für Erläuterungen.

die den axialen Einschluss garantieren, sind mit Batterien verbunden und es liegt eine
typische positive Gleichspannung von 24V an. Für diese typischen Betriebsparameter
folgen radiale bzw. axiale Fallenfrequenzen von etwa 2π× 500 kHz bzw. 2π× 124 kHz

[56]. Weitere charakteristische Parameter sind [56] zu entnehmen. Zusätzlich zu den
RF- und Endkappen-Elektroden der Falle gibt es drei Kompensationslektroden. Diese
dienen dazu, unbeabsichtigte Störpotenziale zu kompensieren und die Mikrobewegung
der Ionen zu minimieren. Zwei Atomöfen zum Laden der Falle (siehe auch Abschnitt
4.1) befinden sich ebenfalls nahe der Fallenstruktur.

Die Mikrowellensignale zur Manipulation der Ionen werden von einem Wellenleiter
innerhalb der Vakuumkammer und nahe der Falle abgestrahlt. Innerhalb des Wellenlei-
ters befinden sich zwei Antennen, die senkrecht gegeneinander angeordnet sind. Eine
ist hierbei parallel zur Fallenachse und die andere senkrecht dazu ausgerichtet. Das
Plazieren der Antennen nahe der Falle ermöglicht stärkere Mikrowellensignale im Fal-
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lenzentrum als dieses mit einer Hornantenne außerhalb des Rezipienten möglich wäre.
Somit können die Ionen durch ein stärkeres Signal schneller, d. h. mit einer höheren
Rabi-Frequenz manipuliert werden. Es wurden zwei Antennen gewählt, um die die Po-
larisationsrichtung der Mikrowellenstrahlung beliebig kontrollieren zu können. Es stellte
sich jedoch heraus, dass nur eine der Antennen dazu geeignet ist die Ionen mit einer
hohen Rabi-Frequenz von etwa 2π × 50 kHz zu manipulieren. Das Signal der anderen
Antenne führt zu Rabi-Frequenzen aller drei möglichen Hyperfeinübergänge von nur
wenigen Kilohertz. Höchstwahrscheinlich ist dieses auf Abschirmeffekte der Fallengeo-
metrie zurückzuführen.

Zum Eintritt von Laserlicht sind am Vakuumrezipienten spezielle antireflexbeschich-
tete Ein- und Austrittsfenster angebracht. Für die Messungen dieser Arbeit wird das
Laserlicht von schräg unten eingestrahlt. Dieses erlaubt eine Laserkühlung (siehe Ab-
schnitt 4.1) der radialen und axialen Bewegungsmoden. Darüber hinaus kann die lineare
Polarisation des Laserlichts so eingestellt werden, dass alle Hyperfeinübergänge gleich
stark getrieben werden. Die Beobachtung von Fluoreszenzlicht erfolgt durch ein Beob-
achtungsfenster, das in der Abbildung 3.1 der geöffneten Vakuumkammer noch nicht
montiert ist. Zum Erzeugen des Ultrahochvakuums wird eine Ionengetterpumpe ver-
wendet, die in der Abbildung ebenfalls nicht zu sehen ist.

Optimierung der Tiefpassfilter

Um eine unkontrollierte Beeinflussung der Ionen durch elektrische Störpotenziale zu
verhindern, ist es notwendig, potenzielle Rauschkomponenten zu unterdrücken. Hierfür
gibt es Filterboxen, die sich nicht innerhalb des Vakuumrezipienten befinden, sondern
außerhalb, um eine flexible Anpassung und gegebenenfalls einen Wechsel der Filter zu
ermöglichen. Im Vergleich zu dem vorherigen Aufbau [30] wurden einige Änderungen
vorgenommen, um das elektrische Rauschen innerhalb der Falle weiter zu reduzieren.
So wurden in einem ersten Schritt die Atomöfen mit dem Massepotenzial verbunden
(vgl. Abb. 3.2). Darüber hinaus wurden für die Versorgung der Endkappenelektroden
Filter mit einer oberen Grenzfrequenz von 1,25Hz hinzugefügt.

Zum Vergleich der Filtereigenschaften kann die Heizrate der Ionen herangezogen
werden. Grundlage hierfür ist, dass elektrisches Rauschen innerhalb der Falle zu einer
zufälligen Bewegung der Ionen und somit zu einem Aufheizen der Bewegungsmoden
führen. Durch die oben beschriebenen Maßnahmen konnte die Heizrate von 1,4(3)
Phononen ms−1 über 0,37(12) Phononen ms−1 (nach Verbinden der Atomöfen mit der
Masse) auf schließlich 0,14(7) Phononen ms−1 (nach Hinzufügen der Tiefpassfilter) re-
duziert werden [66]. Für eine vergleichbare Falle, die zum Speichern von Calcium dient,
werden Heizraten von 0,014 Phononen ms−1 berichtet [71]. In dieser Falle beträgt die
axiale Fallenfrequenz jedoch auch 1MHz und ist somit fast zehn Mal höher als bei dem
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Abbildung 3.2.: Änderungen der Filter an der Vakuumkammer. Die bestehenden
Filter (blau) an den beiden Endkappen-Elektroden wurden um zusätzliche passive
Tiefpass-Filter 1. Ordnung (grün) ergänzt. Ihre Grenzfrequenz beträgt 1,25Hz.
Zusätzlich ist der Atomofen durch einen Widerstand und eine Kapazität (gelb)
mit einem definierten Potenzial verbunden. Die Filter befinden sich außerhalb der
Vakuumkammer (grau), um eine flexible Anpassung zu ermöglichen.

hier beschriebenen Aufbau. Die Heizrate, ausgedrückt in Energie der Phononen ~ν1 pro
Zeit, ist somit vergleichbar.

3.2. Magnetspulen

Zum Einstellen einer beliebigen Quantisierungsachse sind drei Helmholtz-Spulenpaare
um die Vakuumkammer herum angeordnet. Jedes Paar erlaubt in diesem Spulensystem
die Erzeugung eines homogenen Magnetfeldes entlang einer der drei Raumrichtungen
[30]. Mit den typischen Spulenströmen von etwa einem Ampere lassen sich Magnetfel-
der von einigen Gauß erzeugen. Mit Hilfe dieses Spulensystems werden somit störende
Magnetfelder wie das Erdmagnetfeld und vor allem das Feld von der Ionen-Getterpum-
pe kompensiert. Das resultierende Magnetfeld zeigt dann typischerweise entlang der
Symmetrieachse der Ionenfalle.
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3.3. Lasersysteme

In den durchgeführten Experimenten ist es notwendig, bestimmte atomare Übergänge in
171Yb+-Ionen und 171Yb-Neutralatomen mittels Laserlicht zu treiben. Ein Niveauschema
hierzu ist in der Abbildung 2.2 dargestellt.

Bei den verwendeten Lasern mit Emissionswellenlängen nahe 369 nm, 399 nm, 638 nm
und 935 nm handelt es sich um Diodenlasersysteme mit externem Resonator. Der ex-
terne Resonator wird dabei durch ein optisches Gitter in der sogenannten Littrow-Kon-
figuration realisiert [72]. Eine genauere Kontruktionsbeschreibung und Dokumentation
findet sich in [73]. Der Laser mit einer Emissionswellenlänge bei 369 nm stellt hierbei
eine Besonderheit dar. Weil kommerziell keine Laserdioden bei einer solchen Emissions-
wellenlänge erhältlich sind, wird eine Laserdiode mit einer Emissionswellenlänge nahe
372 nm verwendet1. Die gewünschte Emissionswellenlänge wird durch ein Kühlen der
Diode auf bis zu -7 ◦C erreicht [74; 75; 76]. Zum Kühlen wird hierbei ein Peltier-Ele-
ment verwendet. Um Kondensation an der gekühlten Diode zu vermeiden, befindet sich
diese in einem hermetisch abgeschlossenen Gehäuse, in dessen Inneren die Luft mittels
eines Molekularsiebs getrocknet worden ist.

Eine Frequenzstabilisierung aller Lasersysteme erfolgt mittels Flankenstabilisierung
auf Referenzresonatoren [72; 73; 76]. Bei den verwendeten Resonatoren handelt es
sich um temperaturstabilisierte Fabry-Pérot-Interferometer. Piezo-Aktoren, die in die
Spiegelhalterungen der Resonatoren eingebaut sind, erlauben mittels Gleichspannungs-
signalen eine gezielte Änderung der Resonatorlänge und somit eine Frequenzänderung
des von dem stabilisierten Lasers emittierten Lichts.

Um die Intensität und die Frequenz des Laserlichts bei 369 nm und 935 nm zu kon-
trollieren, werden akustooptische Modulatoren (AOMs) verwendet. Diese bestehen aus
einem Medium, in dem das Laserlicht an Ultraschallwellen gebeugt werden kann [77].
Das gebeugte Licht erhält eine Frequenzverschiebung abhängig von der Frequenz der
Ultraschallwelle und die optische Leistung des gebeugten Strahls hängt von der Ampli-
tude der Ultraschallwelle ab. Somit ist es möglich, die Frequenz und die Intensität des
Laserlichts zu kontrollieren.

Von besonderer Bedeutung ist die Erzeugung des Laserlichts, das zur Zustandsprä-
paration mittels Treiben des Übergangs 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 1 verwendet wird.
Dieses Licht muss eine 2,1 GHz höhere Frequenz aufweisen als das Licht, das den
Kühl-Übergang 2S1/2, F = 1↔ 2P1/2, F = 0 treibt (vgl. Abschnitt 4.1). Realisiert wird
dieses mittels zweier AOMs. Einer dient der Kontrolle des Laserlichts, das den Übergang
2S1/2, F = 1↔ 2P1/2, F = 0 treibt und der andere verschiebt einen Teil des Laserlichts
relativ dazu um 2,1GHz [76]. Die Frequenz und die Intensität dieser beiden Lichtfelder
kann somit unabhängig voneinander kontrolliert werden. Die Modulationsbandbreite be-

1Die Typenbezeichnungen der in diesem Kapitel genannten Geräte sind dem Anhang B zu entnehmen.
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trägt hierbeit 35(1) MHz bzw. 143(1)MHz [76]. Die Schaltzeiten der AOMs, in der
diese das Licht ein bzw. ausschalten, sind weniger als 100 ns [76]. Darüber hinaus ist
es jedoch auch möglich, die opische Leistung des Laserlichts kontinuierlich zu regeln.

Für das effizientere Rückpumpen aus dem Zustand 2D3/2 werden zwei unterschied-
liche Übergänge bei 935 nm getrieben. Diese liegen etwa 3,07GHz (vgl. Abschnitt
2.2) auseinander. Die Erzeugung des hierfür notwendigen Laserlichts geschieht mit
einem elektrooptischen Modulator (EOM) [77]. In diesem wird der Brechungsindex
eines geeigneten Mediums mittels elektrischer Felder moduliert, was zur Erzeugung
von Seitenbändern führt. Der Träger des Signals treibt den einen Rückpumpübergang
2D3/2, F = 1 → 3D[3/2]1/2, F = 0 und das rote Seitenband den anderen Übergang
2D3/2, F = 2 → 3D[3/2]1/2, F = 1 [30].

Alle Lasersysteme sind jeweils modular auf einer Lochrasterplatte aufgebaut. Die Po-
larisation des Laserlichts wird mittels Verzögerungsplatten und Polarisatoren eingestellt,
bevor die einzelnen Laserstrahlen überlagert werden. Die Strahlprofile entsprechen in
guter Näherung einer gaußschen TEM00-Mode mit einem Durchmesser von 174(2) µm
für den Laser mit einer Emissionswellenlänge nahe 369 nm bzw. 160(2) µm für den
Rückpumplaser bei 935 nm [30]. Die typischen optischen Leistungen dieser Laser be-
tragen 50 µW bzw. 1mW. Anschließend wird es in den Vakuumrezipienten gesandt
und dort fokussiert. Hierzu dienen Spiegel und ein achromatisches Objektiv mit einer
Brennweite von 200mm.

3.4. Mikrowellensystem

Die Manipulation der Qubits geschieht mittels Mikrowellenpulsen (vgl. Abschnitt 2.6).
Darüber hinaus ist Mikrowellenstrahlung notwendig, um beispielsweise eine effiziente
Laserkühlung von gespeicherten 171Yb+-Ionen zu gewährleisten (vgl. Abschnitt 4.1).
Eine ausführlichere Darstellung der verwendeten Mikrowellenkette findet sich in [56]
und an dieser Stelle soll nur eine Zusammenfassung vermittelt werden.

Die Erzeugung des Signals basiert auf dem Mischen eines kontrollierbaren Nutzsi-
gnals mit einem Trägersignal. Ein Mischer erzeugt dabei ein oberes und ein unteres
Seitenband, deren Abstand von dem Trägersignal gerade der Frequenz des Nutzsignals
entspricht. Der Pegel der Seitenbänder ist hierbei von dem Pegel des Nutzsignals ab-
hängig und die Phasen der Seitenbänder hängen von der des Nutzsignals ab. Bei dem
Mischer handelt es sich um einen Ringmischer (double balanced mixer), dessen Beson-
derheit darin besteht, dass sowohl das Nutzsignal als auch das Trägersignal an dem
Ausgang unterdrückt werden und vornehmlich die erzeugten Seitenbänder das Aus-
gangssignal bilden.

Das Trägersignal stammt von einem Mikrowellenoszillator, der mit einer Frequenz
von 12,568GHz schwingt. Für die Erzeugung des Nutzsignals dient ein Frequenzgene-
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rator (VFG) mit einem möglichen Frequenzbereich von 1MHz bis 150MHz, der eine
phasenkohärente Frequenzumschaltung erlaubt [69; 78]. Beide Quellen sind auf eine
Atomuhr stabilisiert. Das Ausgangssignal des Mischers wird durch zwei Verstärkerstu-
fen auf eine Leistung von bis zu 2,5W verstärkt [56]. Schließlich wird das Signal zu
einer Antenne im Wellenleiter in der Vakuumkammer gesandt.

In den Experimenten mit gespeicherten 171Yb+-Ionen werden Mikrowellensignale in
einem Frequenzbereich von 12,62GHz bis 12,66GHz benötigt, was sich durch die Nut-
zung des oberen Seitenbandes erzielen lässt. Das untere Seitenband ist von den rele-
vanten Hyperfeinübergängen typischerweise um mehr als 100MHz verstimmt und für
die gegebene Leistung kann sein Effekt somit vernachlässigt werden.

3.5. Abbildungssystem

Die Detektion von Resonanzfluoreszenz ist der Zugang zur Beobachtung gespeicherter
Ionen, der in den durchgeführten Experimenten verwendet wird. Daher ist das optische
System zum Aufsammeln der Fluoreszenz ein zentraler Bestandteil des Experiments
und wird in diesem Abschnitt zusammengefasst.

Das erste optische Element in dem Abbildungssystem ist das Fenster des Vaku-
umrezipienten, das bei der Entwicklung des Abbildungsobjektivs explizit berücksichtigt
wurde [79]. Das verwendete Objektiv ist dahingehend entwickelt worden, dass es eine
numerischer Apertur von NA = 0,4 aufweist und somit etwa 4% des Raumwinkels
abdeckt. Darüber hinaus erlaubt es über den Bildbereich einer typischen Ionenkette ei-
ne beugungsbegrenzte Abbildung und somit eine Auflösung von weniger als 1 µm. Des
Weiteren wurde eine gute Transmission bei einer Wellenlänge nahe 369 nm gewählt,
um möglichst viel Licht der gespeicherten Ionen aufsammeln zu können. Der Vergröße-
rungsfaktor des Objektivs beträgt 25 und der Arbeitsabstand ist groß genug, dass das
Objektiv außerhalb des Vakuumrezipienten plaziert werden kann.

Mittels eines mechanischen Aufbaus kann das Objektiv verfahren werden, um auf die
gespeicherten Ionen zu fokussieren. Der gesamte sich anschließende Aufbau ist licht-
dicht, damit kein Raumlicht die Photodetektoren erreichen und somit die Ergebnisse
beeinträchtigen kann [30]. Zur weiteren Unterdrückung von Licht, das nicht von den
gespeicherten Ionen, sondern von Streuung des Laserlichts an der Falle stammt, gibt es
zwei beidseits telezentrische Objektive mit einem Raumfilter [80]. Zusätzlich befindet
sich ein optischer Bandpassfilter in dem Strahlengang, der bevorzugt Licht bei einer
Wellenlänge von 369 nm transmittiert.

Das Fluoreszenzsignal der gespeicherten Ionen kann anschließend entweder mit einem
Photomultiplier (PM) und bzw. oder einer EMCCD-Kamera (EMCCD) detektiert wer-
den (vgl. Abschnitt 4.3). Hierfür gibt es die Möglichkeit das Licht mit einem Spiegel in
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3.6. Experimentsteuerung

den PM zu reflektieren, auf den CCD-Chip fallen zu lassen, oder mit einem Strahlteiler
auf die beiden Detektoren gleichmäßig aufzuteilen [30].

3.6. Experimentsteuerung

In dem Folgenden wird anhand der Abbildung 3.3 kurz die Steuerung des in dieser
Arbeit verwendeten experimentellen Aufbaus beschrieben.

PC1 PC2

DAC

ADwin

VFG

935 nm

399 nm

638 nm

369 nm AOM AOM

AOM

PM

EMCCD

Einstellungen und Rohdaten der EMCCD

EMCCD-Trigger

Rohdaten des PM

~

Sync. 50 Hz

Trigger

Diodenlasersysteme

Ionenfalle

Mikrowellensystem
Mikrowellensignal

Fluoreszenzlicht
Laserlicht

Trigger

Mischer und Verstarker

Abbildung 3.3.: Schematische Darstellung der Steuerung des Experiments. Schwar-
ze Linien symbolisieren einen möglichen Fluss an Steuerbefehlen, Daten und elektri-
schen Signalen, wobei die Pfeile die Flussrichtung kennzeichnen. Die violetten Linien
bezeichnen schematisch den Gang des Laserlichts und der Fluoreszenz. Siehe Text
für ausführlichere Erläuterungen.

Das gesamte Experiment lässt sich von einer einzelnen Person, welche die beiden
Computer (PC1 und PC2) bedient, steuern. Bei der hierfür verwendeten Software han-
delt es sich im Wesentlichen um das Programmiersystem LabVIEW des Unternehmens
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3. Experimenteller Aufbau

National Instruments, das auf PC1 installiert ist und für das umfangreiche Software
entwickelt worden ist [76; 56; 30]. Auf PC2 ist das Programm Solis des Unternehmens
Andor für die Steuerung der EMCCD-Kamera installiert.

Der Computer PC1 ist mit einem Digital-Analog-Wandler (DAC) verbunden, dessen
Spannungsbereich 0 V bis +10V mit einer Auflösung von 16 Bit beträgt. Somit kann
er die Referenzresonatoren der einzelnen stabilisierten Lasersysteme beeinflussen und
dadurch die Emissionswellenlängen der Diodenlasersysteme regeln.

Zur genauen Steuerung von Laserlichtpulsen dient ein Echtzeitprozessor ADwin Pro
der Firma Jäger (ADwin) mit angeschlossenen Digital- und Analogausgängen. Das
Licht der beiden Lasersysteme mit Emissionswellenlängen bei 369 nm und 935 nm kann
mittels akustooptischer Modulatoren (AOM) in Intensität und Frequenz kontrolliert
werden. Der AOM des Rückpumplaser dient dem möglichen Ein- und Ausschalten des
Rückpumplichts und die AOMs des Lasers mit einer Emissionswellenlänge bei 369 nm
dienen dem Schalten des Präparations- bzw. Kühllaserlichts. Für die Detektion kann
die Frequenz des Kühllaserlichts ebenfalls geändert werden und die Detektion nahezu
resonant erfolgen. Das Licht der Diodenlasersysteme wird mittels dichroitischer Spiegel
überlagert und in die Ionenfalle gestrahlt.

Die Radiofrequenzsignale, aus denen die Mikrowellenpulse gemischt werden, stam-
men von einem Frequenzgenerator (VFG). Eine Wahl der Frequenz, Amplitude und
Phase geschieht ebenfalls von PC1 aus.

Für die Realisierung von Messsequenzen (vgl. Abschnitt 4.2) können die Laserlicht-
und Mikrowellenpulse als Sequenzen von PC1 erzeugt und an das ADwin-System und
den VFG übermittelt werden. Die Zeitauflösung der Sequenzen beträgt hierbei 25 ns
bzw. 5 ns. Eine große Störquelle der Experimente stellt das Netzspannungssignal bei
50Hz dar. Um das Experiment gegenüber dieser Störquelle unempfindlicher zu machen,
sind die Messsequenzen mit den 50Hz der Netzspannung synchronisiert. Hierfür wartet
das ADwin-System auf einen passenden Trigger. Die Synchronisation des VFGs mit dem
ADwin erfolgt durch ein Triggersignal, das zu Beginn der ADwin-Sequenz übermittelt
wird, und auf welches nachfolgend die Sequenz des VFGs startet.

Das Fluoreszenzlicht aus dem Inneren der Ionenfalle kann von einem Photomultiplier
(PM) oder einer EMCCD-Kamera (EMCCD) registriert werden. Erfolgt die Datennah-
me mit dem Photomultiplier, so werden die registrierten Zählereignisse an eine Zählelek-
tronik innerhalb des ADwins übermittelt und von dort zur Laufzeit an PC1 übermittelt.
Für den Fall, dass die Datennahme hingegen mit der EMCCD-Kamera erfolgt, werden
vor Beginn der Sequenz notwendige Parameter wie zum Beispiel die Belichtungsdauer
und die gewünschte Anzahl an Bildern von PC1 an den Kamera-Rechner (PC2) über
das lokale Netzwerk übermittelt. Die Synchronisation der Datennahme erfolgt dann
mittels Trigger-Signalen ausgehend vom ADwin-System. Hierbei wird jede Belichtung
mit einem Trigger gestartet. Die Bilder der EMCCD-Kamera werden zur Laufzeit der
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3.6. Experimentsteuerung

Messsequenz an den PC2 übermittelt. Für die Auswertung der Rohdaten ist auf beiden
Computern das Programm MATLAB des Unternehmens The MathWorks installiert.
Selbstentwickelte Zusatzskripte erlauben dann die Datenauswertung (siehe hierzu auch
[56] und [30]).

Anpassung der Experimentsteuerung

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, wie sich die vorherige Architektur
[56; 30] von dem oben beschriebenen Aufbau unterscheidet. Vorher war der DAC nicht
vorhanden und die Gleichspannung an den Referenzresonatoren der Diodenlasersysteme
wurden von dem ADwin-System geregelt. Während dem Ausführen einer Messsequenz
ist ein Zugriff auf das ADwin oder den VFG nicht möglich. Aus diesem Grund konnte
die Emissionswellenlängen der Laser während dem Ausführen einer Messsequenz nicht
geändert werden, um gegebenenfalls eine Drift zu korrigieren. Mit dem DAC, dessen An-
steuerung von den vorprogrammierten Sequenzen unabhängig erfolgen kann, ist dieses
nun jederzeit möglich.
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4
Experimentelle Methoden

In dem vorliegenden Kapitel werden die am häufigsten verwendeten experimentellen
Methoden für die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Experimente erläutert. An-
gefangen wird hierbei mit den Grundlagen, wie dem Bereitstellen von lasergekühlten
171Yb+-Ionen in dem definierten Anfangszustand 2S1/2, F = 0 und dem Auslesen von
Qubit-Zuständen mittels Resonanzfluoreszenz. Hieran anschließend werden komplexe-
re Methoden, die im experimentellen Ablauf häufig benötigt werden, vorgestellt. Dabei
handelt es sich um die Durchführung von Spektroskopie und die Beobachtung von
Rabi-Oszillationen bzw. von Ramsey-Interferenzstreifen. Den Abschluss bilden die Be-
schreibungen, wie die Fidelity von Quantenzuständen experimentell gemessen und die
wie die J-Kopplung zwischen Ionen experimentell bestimmt wird.

4.1. Bereitstellen lasergekühlter Ionen

In dem folgenden Abschnitt wird erläutert, wie einzelne gespeicherte lasergekühlte
171Yb+-Ionen in ihrem Grundzustand 2S1/2, F = 0 zur Quanteninformationsverarbei-
tung bereitgestellt werden. Die hier beschriebenen experimentellen Prozeduren bilden
somit die Grundlage der meisten im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Experimente.
Die Realisierung basiert dabei auf Mikrowellen- und Laserlichtpulsen. Für eine Beschrei-
bung der notwendigen Gerätschaften soll auf das Kapitel 3 verwiesen werden.
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4.1. Bereitstellen lasergekühlter Ionen

4.1.1. Photoionisation

Wie in dem Abschnitt 2.4 diskutiert wurde, erlaubt das Pseudopotenzial, welches von
der linearen Paul-Falle im Fallenzentrum (vgl. Abbildung 3.1) erzeugt wird, ein Spei-
chern von Ionen. Eine praktische Frage ist dabei, wie Ionen in das Fallenpotenzial
gelangen können. Hat ein Ion hinreichend kinetische Energie, um in das Potenzial von
außen hin einzudringen, so ist diese Energie auch ausreichend, um es wieder verlassen zu
können. Eine Lösung besteht darin, die Ionen innerhalb des Pseudopotenzials zu erzeu-
gen. Zu diesem Zweck wird zuerst ein Strahl von Neutralatomen auf das Fallenzenrtum
gerichtet. Die Neutralatome haben keine effektive elektrische Ladung, über welche sie
mit dem Fallenpotenzial wechselwirken können und somit bleibt ihre Bewegung nahezu
unbeeinflusst. Innerhalb des Pseudo-Potenzials werden die Atome schließlich ionisiert.
Auf diese Weise ist es möglich, dass einige Ionen innerhalb des Pseudopotenzials eine
kinetische Energie besitzen, die geringer als die Höhe des Potenzialwalls ist und sie
somit in der Falle gespeichert werden können. Dieses wird zudem von der Laserkühlung
begünstigt, welche die Bewegung der Ionen verlangsamt und dadurch ihre kinetische
Energie verringert.

Experimentell wird mittels Widerstandsheizen ein geringer Teil von festem Ytterbi-
um in den Atomöfen (vgl. Abschnitt 3.1) verdampft. Dieses führt zu einem Fluss an
Neutralatomen in die Falle hinein. Der anschließende Ionisationsvorgang von Ytterbium
geschieht durch Photoionisation in zwei Schritten [81; 27; 82]. In einem ersten Schritt
wird der Übergang 1S0 ↔ 1P1 in neutralem Ytterbium mit Laserlicht nahe 399 nm
getrieben. Als Laserlichtquelle steht dafür ein Diodenlasersystem zur Verfügung (vgl.
Abschnitt 3.3). Die Ionisationsenergie eines angeregten Ytterbium-Atoms entspricht
einer Wellenlänge kleiner als 394 nm und in dem experimentellen Aufbau wird hierfür
der Kühl- und Detektionslaser bei 369 nm genutzt.

Für die verwendeten optischen Leistungen von etwa 100 µW hat der Übergang
1S0 ↔ 1P1 in neutralem Ytterbium an dem experimentellen Aufbau eine Breite von
etwa 2π×60MHz [56]. Diese ist wesentlich breiter als die natürliche Linienbreite von
2π×28 MHz [82]. Die beobachtete Verbreiterung beruht hierbei auf einer Sättigungsver-
breiterung und einer Doppler-Verbreiterung aufgrund der Bewegung der Neutralatome.
Die Resonanzfrequenz des atomaren Übergangs 1S0 ↔ 1P1 ist isotopenabhängig, wobei
die Isotopenverschiebung einige 100MHz beträgt. Somit ist es möglich, isotopenselektiv
zu photoionisieren und zu laden. Die ungeraden Isotope haben jedoch eine Hyperfeinauf-
spaltung von ebenfalls einigen 100MHz und somit liegen für eine Ytterbiumquelle mit
der natürlichen Isotopenzusammensetzung einige Übergänge unterschiedlicher Isotope
nahe beieinander. Aus diesem Grund wird bei dem verwendeten Aufbau isotopenangerei-
chertes Ytterbium verwendet. Durch eine Unterbrechung des Laserstrahls bei 399 nm
ist es möglich, den Ladevorgang zu beenden und somit eine gewünschte Anzahl an
Ionen deterministisch zu laden.
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4. Experimentelle Methoden

4.1.2. Zustandspräparation

Vor der gezielten Manipulation von Qubits ist es notwendig, diese in einem wohl-
definierten Zustand zu initialisieren. Dieses geschieht mittels optischen Pumpens in
den Zustand 2S1/2, F = 0. Die Grundlage hierfür bildet das Treiben des Übergangs
2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 1 (vgl. Abbildung 4.1 (c)). Der Zustand 2P1/2, F = 1 kann
zum einen zurück nach 2S1/2, F = 1 zerfallen, wodurch eine erneute Anregung stattfin-
den kann. Darüber hinaus ist aber ebenso der Zerfall in den Zustand 2S1/2, F = 0 mög-
lich. Dieser ist 12,6 GHz von dem Präparationsübergang entfernt und eine Anregung aus
diesem Zustand heraus ist wegen der deutlich geringeren natürlichen Linienbreite des
Übergangs von etwa 20MHz unterdrückt. Somit sind mit 100% verträgliche Präparati-
onseffizienzen möglich [83; 43]. In diesem experimentellen Aufbau lässt sich eine untere
Grenze für die Präparationseffizienzen von 0,9975 abschätzen (vgl. Abschnitt 5.3.3 für
eine Diskussion). Da der Zustand 2P1/2 in den Zustand 2D3/2 zerfallen kann und somit
der Präparationsprozess für dessen Lebensdauer von etwa 53ms [40] unterbrochen ist,
ist es notwendig neben dem Präparationslaserlicht auch das Rückpumplaserlicht bei
935 nm einzustrahlen (siehe auch den Abschnitt 2.2).

Der verwendete Präparationsübergang 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 1 ist von dem Kühl-
und Detektionsübergang 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0 um 2,1GHz verschoben. Erzeugt
wird das Präparationslaserlicht durch akustooptische Modulation des Detektionslaser-
licht (vgl. Abschnitt 3.3).

4.1.3. Doppler-Kühlung

Sind die Ionen in die Falle geladen, führt die Laserkühlung dazu, dass sie zu einer Kette
kristallisieren. Hierbei nehmen die Ionen die durch das Fallenpotenzial und ihre wechsel-
seitigen Coulomb-Potenziale definierten Gleichgewichtspositionen ein (vgl. Abschnitt
2.4). Zur Doppler-Kühlung dient der Übergang 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0, der mit-
tels Laserstrahlung bei 369 nm getrieben wird (siehe Abbildung 4.1 (a)). Das Ion kann
hierbei nicht-resonant in den Zustands 2P1/2, F = 1 angeregt werden, von dem aus es
nach 2S1/2, F = 0 zerfallen und somit den Kühlübergang verlassen kann. Aus diesem
Grund wird der Hyperfeinübergang F = 0 nach F = 1 des Grundzustands 2S1/2 mit
der Mikrowellen bei 12,6 GHz getrieben und die Besetzung zurück in den Kühlüber-
gang überführt. Das eingestrahlte Laserlicht ist etwa 20MHz von dem Kühlübergang
rotverstimmt und somit kann die Doppler-Temperatur [84]

TD =
~γ

2kB
=
〈nD〉~ν1

kB
(4.1.1)

erreicht werden, wobei γ der natürlichen Linienbreite des Kühlübergangs entspricht. Für
die typische axiale Fallenfrequenz von ν1 = 2π×124 kHz ergibt dieses einen thermischen
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Abbildung 4.1.: Die zum Kühlen und Präparieren eines Ions relevanten
Übergänge in dem Termschema von 171Yb+. (a) Der optische Übergang
2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0 dient zusammen mit dem Mikrowellenübergang der
Doppler-Kühlung. (b) Zum Seitenbandkühlen wird die Frequenz des Mikrowellen-
signals um den Betrag der axialen Fallenfrequenz rotverstimmt und der Präparati-
onsübergang (in c) mit dem Laser getrieben. Durchgezogene Linien kennzeichnen
getriebenen Übergängen und getrichelte Linien symbolisieren mögliche bedeutende
Zerfallskanäle. Während all dieser Prozesse wird der Übergang 2S1/2 ↔ 2P1/2 durch
den Rückpumplaser nahe 935 nm effektiv geschlossen.

Zustand, der durch eine mittleren Phononenbesetzung von 〈nD〉 = 81 gekennzeichnet
ist. An dem vorhandenen Aufbau konnten mittels Doppler-Kühlung thermische Zustän-
de mit einer mittleren Phononenbesetzung von 〈n〉 = 171(40) nachgewiesen werden
[56]. Die Abweichung wird zum einen durch Instabilitäten der Laser erklärt. Die Dopp-
ler-Temperatur kann nur für einen Laser, der schmalbandig im Vergleich zur natürlichen
Linienbreite des Übergangs ist, und für eine präzise Rotverstimmung erreicht werden.
Beides kann an dem vorhandenen System nur mit endlicher Genauigkeit erreicht wer-
den. Zum anderen führen aber auch Fluktuationen der Fallenelektroden zu zusätzlichen
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Heizraten, welche der Doppler-Kühlung entgegenwirken. Siehe auch [56] für eine de-
tailliertere Diskussion.

4.1.4. Seitenbandkühlung

Ist es erforderlich, die Ionen nahe oder gar in den Bewegungsgrundzustand 〈n〉 = 0 zu
kühlen, so ist dieses mittels Seitenbandkühlung im Mikrowellenregime möglich [30; 66].

Als Trägerübergang dient hierfür der Hyperfeinübergang 2S1/2, F = 0 nach 2S1/2, F =

1, mF = +1. Der Magnetfeldgradient führt zu einem effektiven Lamb-Dicke-Parame-
ter, der die Wechselwirkung zwischen dem internen elektronischen Zustand und dem
externen Bewegungszustand beschreibt (vgl. Abschnitt 2.5.3). In der Konsequenz gibt
es Bewegungsseitenbänder, die jeweils Vielfache der axialen Fallenfrequenz von dem so-
genannten Trägerübergang entfernt sind. Im sogenannten Lamb-Dicke-Regime können
diese Bewegungsseitenbänder dann spektral aufgelöst werden [30; 56]. Die typische
axiale Fallenfrequenz beträgt 124 kHz und ist somit größer als die typischen Rabi-Fre-

Abbildung 4.2: Übergänge
des Seitenbandkühlens. Die
rotverstimmte Mikrowelle bei
12,6 GHz treibt den Übergang
zwischen dem Grundzustand
|0〉 ⊗ |n〉 und dem angeregten
Zustand |1〉 ⊗ |n − 1〉 (durchge-
zogener grauer Pfeil). Laserlicht
bei 369 nm koppelt den angereg-
ten Zustand an das kurzlebige
Niveau 2P1/2, F = 1 (durchge-
zogener violetter Pfeil). Beim
spontanen Zerfall zurück in
den Grundzustand (gestrichel-
ter violetter Pfeil) bleibt die
Schwingungsquantenzahl n − 1

bevorzugt erhalten. Somit wird
die Besetzung der Schwingungs-
mode pro Kühlzyklus im Mittel
um ein Phonon reduziert, bis
der Bewegungsgrundzustand
n = 0 erreicht ist.
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quenzen der Träger-Übergänge von 50 kHz. Für diese Paramter können daher die Sei-
tenbänder aufgelöst und das rote gezielt angeregt werden.

Zur Seitenbandkühlung wird das erste rote Seitenband verwendet. Dafür wird die Mi-
krowellenstrahlung gerade um die axiale Fallenfrequenz rotverstimmt (siehe Abbildung
4.1 (b)). In der Konsequenz wird der Übergang |2S1/2, F = 0〉 ⊗ |n〉 ↔ |2S1/2, F =

1, mF = +1〉 ⊗ |n − 1〉 kohärent getrieben (vgl. den Abschnitt 2.5.3).
Der spontane Zerfall zwischen den beiden Hyperfeinzuständen ist vernachlässigbar

gering und somit ist ein zusätzlicher dissipativer Prozess zum Kühlen notwendig, der den
angeregten Zustand an einen kurzlebigen koppelt [65]. Dieser Prozess ist das Treiben
des Übergangs 2S1/2, F = 1 nach 2P1/2, F = 1 und der anschließende schnelle Zerfall
nach 2S1/2, F = 0. Durch das simultane Einstrahlen der Mikrowelle und des Laserlichts1

wird effektiv der Übergang |2S1/2, F = 0〉 ⊗ |n〉 → |2S1/2, F = 0〉 ⊗ |n − 1〉 inkohä-
rent getrieben, bis schließlich der Bewegungsgrundzustand |n = 0〉 erreicht ist. Siehe
hierzu auch die Abbildung 4.2. Die am experimentellen Aufbau beobachteten Heizra-
ten erlauben, zusammen mit den erreichbaren Kühlraten, die Präparation eines Ions
in einem thermischen Bewegungszustand mit 〈n〉 = 0,3(3) nach einer Kühldauer von
250ms [66]. Für Systeme von drei Ionen konnten nach Kühlpulsen von 10ms Länge
thermische Bewegungszustände mit einer mittleren Besetzung von 〈n〉 = 8(3) erreicht
werden. Da für die durchgeführten Experimente eine Kühlung bis in den Grundzustand
nicht notwendig war, wurde auf eine tiefere und somit längere Kühlung verzichtet.

4.2. Messsequenzen

Nach der Beschreibung, wie einzelne lasergekühlte Ionen zur Quanteninformationsver-
arbeitung bereitgestellt werden, wird in diesem Abschnitt eine exemplarische Messse-
quenz der im Magnetfeldgradienten gespeicherten Ionen erläutert. In der Abbildung 4.3
ist das Schema einer solchen Messsequenz dargestellt. Es wird davon ausgegangen,
dass bereits ein oder mehrere 171Yb+-Ionen in der linearen Falle gespeichert sind, diese
mittels Doppler-Kühlung hinreichend gekühlt wurden und ihre Gleichgewichtspositionen
eingenommen haben.
Für den Fall, dass die Ionen tiefer als die Doppler-Temperatur gekühlt werden sollen,

erfolgt in einem ersten Schritt die Seitenbandkühlung. Zur Vereinfachung wird hierbei
eines der Ionen gekühlt und die Kühlung der anderen erfolgt sympathetisch über die
gegenseitige Coulomb-Wechselwirkung [85]. Während des Seitenbandkühlens werden
von dem Mikrowellen- und dem Lasersystem bei 369 nm Pulse eingestrahlt. Danach
geschieht die Initialisierung der Ionen ausschließlich mittels des Präparationslaserlichts

1Die optische Leistung des Laserlichts muss hierbei vorsichtig abgestimmt werden. Ist sie zu groß, führt
dieses zu einer Verbreiterung des effektiven Übergangs und die Seitenbänder können ggf. nicht länger
aufgelöst werden. Siehe auch [30; 66] für nähere Angaben und Diskussionen.
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Seitenbandkuhlung Praparation Auslesen Dopplerkuhlung
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369 nm + 2,1
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Abbildung 4.3.: Schematische Darstellung einer Messsequenz. Jede Sequenz wird
zu Beginn mit den 50Hz der Netzspannung synchronisiert. Eine farbige Füllung
der Rechtecke symbolisiert eine Aktivität des entsprechenden Gerätes während des
entsprechenden Schrittes in der Messsequenz. Siehe den Text für weitere Erläute-
rungen.

in dem jeweiligen Grundzustand 2S1/2, F = 0. Nun kann eine gezielte Manipulation von
Qubits erfolgen. Aufgrund des Magnetfeldgradienten haben diese unterschiedliche Re-
sonanzfrequenzen und sind somit im Frequenzraum adressierbar (vgl. Abschnitt 2.5).
Während der beliebigen Manipulation, die aus Mikrowellenpulsen und freien Entwick-
lungsdauern bestehen kann, ist alles Laserlicht nahe 369 nm unterdrückt, um Streu-
ung zu verhindern, die zu einer Dekohärenz des Systems führen würde. Das Laserlicht
bei 935 nm hingegen hat keinen Einfluss auf die Qubits und wird kontinuierlich ein-
gestrahlt2. Nach der Manipulation erfolgt das Auslesen der Qubit-Zustände. Hierfür
werden die Ionen mit Detektionslaserlicht bestrahlt und die zustandsabhängige Reso-
nanzfluoreszenz mit einem geeigneten Detektor registriert (siehe Abschnitt 4.3). Die
Frequenz des Detektionslichts ist hierbei um 10MHz rotverstimmt. Aufgrund der Natur
des Messprozesses, bei dem jeweils ein Ion entweder als dunkel oder hell detektiert wird,
ist es notwendig die Messsequenzen zu wiederholen, um Wahrscheinlichkeitsaussagen
machen zu können und gegebenenfalls den Zustand nach der Manipulation zu rekonstru-
ieren. Nach jeder Detektion erfolgt eine Doppler-Kühlung mittels des Kühllaserlichts,
um die Ionen wieder auf die Doppler-Temperatur abzukühlen. Die Fluoreszenz wird da-

2Das Laserlicht führt zu einer Lichtverschiebung und daher können mögliche Intensitätsschwankungen
eine Quelle von Dephasierung sein. Experimentell wurde jedoch beobachtet, dass die Kohärenzzeit
für magnetfeldunabhängige Niveaus um mindestens zwei Größenordnungen länger war als für die
verwendeten Qubitzustände. Somit ist das Laserlicht bei 935 nm kein limitierender Faktor.
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bei ebenfalls von einem Detektor registriert, um sicherzustellen, dass ein lasergekühltes
Ion in der Falle vorhanden ist.

4.3. Zustandsdetektion

Neben der Präparation und Manipulation von Qubit-Zuständen ist das Auslesen eines
Qubits bzw. eines Registers von selbigen eine grundlegende Operation der Quanten-
informationsverarbeitung. Somit fand auch bei den meisten im Rahmen dieser Arbeit
durchgeführten Experimenten am Ende eine Detektion von Qubit-Zuständen statt.

Die Umsetzung der Zustandsdetektion basiert auf der Beobachtung von zustand-
sabhängiger Resonanzfluoreszenz. Als Detektionsübergang dient der Dipolübergang
2S1/2, F = 1↔ 2P1/2, F = 0. Die natürliche Linienbreite des Übergangs bei 369 nm be-
trägt etwa 20MHz und die Hyperfeinaufspaltung des Grundzustands 2S1/2 beträgt für
die verwendeten Magnetfelder von wenigen Gauß etwa 12,6GHz. Die resultierende Zee-
man-Aufspaltung des Zustands 2S1/2, F = 1 ist mit einigen Megahertz vergleichbar mit
der natürlichen Linienbreite des Detektionsübergangs. Wird somit Laserlicht resonant
bzw. um wenige Megahertz rotverstimmt zum Detektionsübergang eingestrahlt und
Resonanzfluoreszenz beobachtet, so kann man darauf schließen, dass sich das Qubit
in dem Zustand 2S1/2, F = 1 befindet. Dieses entspricht dem Nachweis der Besetzung
eines angeregten Qubitzustands |1〉 bzw. |0′〉 (vgl. Abschnitt 2.2). Wird hingegen nach
Einstrahlen des Detektionslaserlichts keine Resonanzfluoreszenz beobachtet, so lässt
sich daraus schließen, dass sich das Qubit im Zustand 2S1/2, F = 0 befindet, welcher
dem Grundzustand |0〉 entspricht.

Bei der Beobachtung von Resonanzfluoreszenzen ergibt sich die praktische Frage,
ab wann man Fluoreszenz als beobachtet bezeichnet. Das zur Abbildung verwendete
Objektiv, welches lediglich einen Raumwinkel von 4% abdeckt und die endliche Quan-
teneffizienz der verwendeten Detektoren führen dazu, dass nur ein kleiner Teil, der von
einem Ion emittierten Photonen, nachgewiesen werden können.

Die Zählstatistik der Photonen, die einen Detektor im Fall eines dunklen oder hellen
Ions erreichen, folgt einer Überlagerung von zwei Poisson-Verteilungen. Eine dieser Ver-
teilungen wird beschrieben durch einen Mittelwert für ein dunkles und die andere durch
einen Mittelwert für ein helles Ion. Durch unbeabsichtigte Zustandsänderungen auf-
grund von nicht-resonanten Anregungen während der Detektion wird die resultierende
Zählstatistik jedoch zusätzlich beeinflusst und nicht länger von zwei Poisson-Vertei-
lungen beschrieben [86; 43]. Die Zustandsänderungen führen zu einer Änderung der
Verteilungen und zu einem Überlapp, der größer ist, als zwei Poisson-Verteilungen die-
ses beschreiben würden.

Die einfachste Methode des Zustandsnachweises ist die sogenannte Schwellwert-
Methode (threshold method) bei der das Fluoreszenzsignal mit einem vordefinierten
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Schwellwert verglichen wird. Ist die registrierte Fluoreszenz kleiner als der Schwellwert,
so wird das Ion als dunkel und somit im Zustand |0〉 angenommen. Andernfalls wird
das Ion als hell angenommen und dem Zustand 2S1/2, F = 1 zugeordnet. Im Folgenden
wird das Ausleseprotokoll für zwei unterschiedliche Detektoren diskutiert. Das Kapitel
5 enthält die Diskussion einer anderen Detektionsmethode, die auf der zeitaufgelösten
Beobachtung von Fluoreszenz basiert.

4.3.1. Zustandsnachweis mit dem Photomultiplier

In dem experimentellen Aufbau befindet sich ein Photomultiplier3, der geeignet ist,
einzelne Fluoreszenzphotonen von gespeicherten Ionen nachzuweisen. Die Anzahl der
registrierten Zählereignisse während unterschiedlicher Zeitintervalle kann mit der ange-
schlossenen Zählelektronik (vgl. Abschnitt 3.6) aufgezeichnet werden. Somit kann aus
der Gesamtanzahl von registrierten Fluoreszenzphotonen mittels der Schwellwert-Me-
thode der Zustandsnachweis erfolgen. Darüber hinaus erlaubt die Zählelektronik auch,
die Statistik der Ankunftszeiten einzelner Photonen aufzuzeichnen. In Kapitel 5 wird
ein hierauf basierendes Protokoll des Zustandsnachweises motiviert und beschrieben.

4.3.2. Zustandsnachweis mit der EMCCD-Kamera

Ein Photomultiplier bietet keine Ortsauflösung und daher kann nur registriert werden,
wie viele Ionen hell bzw. dunkel sind, aber nicht welche. Um den Zustand eines in-
dividuellen Ions auslesen zu können, wurde im Rahmen dieser Arbeit zusätzlich eine
sogenannte EMCCD-Kamera4 (electron multiplying charged coupled device) in den
experimentellen Aufbau integriert. Mit dieser ist es möglich, die Fluoreszenz aus der
Fallenregion ortsaufgelöst zu detektieren und einzelnen Ionen zuzuordnen.

Das ist möglich, da die EMCCD-Kamera auf einem CCD-Chip aus einzelnen Pixeln
basiert. Jeder Pixel ist aus einer Halbleiterstruktur aufgebaut, die geeignet ist, während
einer Belichtungsdauer das Fluoreszenzlicht von gespeicherten Ionen zu detektieren.
Trifft Licht auf ein solches Pixel, so werden in der Halbleiterstruktur von den Photo-
nen Elektron-Loch-Paare erzeugt. Die Quanteneffizienz, also die Wahrscheinlichkeit,
dass ein einzelnes Fluoreszenzphoton nahe 369 nm ein Elektron-Loch-Paar erzeugt, be-
trägt für den verwendeten Chip etwa 0,65 [87]. Durch elektrische Felder werden die
Elektronen innerhalb des Chips verschoben und dienen somit als Träger des Ladungssi-
gnals. Während dem Auslesen des Chips durchlaufen die Ladungsträger jedes Pixels ein
Verstärkungs-Register. In diesem wird die Anzahl der Ladungsträger durch einen auf

3Modell R7518 der Firma Hamamatsu. Eine genauere Beschreibung der Betriebsparameter ist [30] zu
entnehmen.

4iXon Ultra DU-897U-CS0-EXF von der Firma Andor Technology.
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Stoßionisation basierenden Lawineneffekt erhöht (electron multiplying) und anschlie-
ßend das verstärkte Ladungssignal in einem Analog-Digital-Wandler digitalisiert. Am
Ende des Auslesens wird die Information von der EMCCD-Kamera an einen Computer
übertragen und kann dort weiter ausgewertet werden.

Für die Auswertung der durchgeführten Experimente war es nie notwendig die Signa-
le des gesamten CCD-Chips auszuwerten. Stattdessen genügte es, nur einen kleineren
Ausschnitt, auf den die Ionen abgebildet wurden (region of interest), zu berücksichti-
gen. Dieser Ausschnitt betrug typischerweise eine Höhe von 40 und eine Breite von 120
Pixeln für zwei bis drei Ionen. Darüber hinaus hat es sich als hilfreich erwiesen, mehrere
physikalische Pixel zu einem einzelnen zusammenzufassen. Dieses sogenannte Binning
geschieht durch elektrische Potenziale auf dem CCD-Chip, wodurch die Ladungssigna-
le der beteiligten Pixel zusammen verstärkt und digitalisiert werden. Auf diese Weise
wurden typischerweise 4× 4 oder 8× 8 Pixel zu einem zusammengefasst, wodurch die
Auslesegeschwindigkeit erhöht und darüber hinaus das Ausleserauschen reduziert wur-
de. Die Belichtungsdauer betrug bei den Experimenten 2ms und der Verstärkungsfaktor
wurde zu 300 gewählt. Zur Vermeidung eines Dunkelstroms wurde der Detektor-Chip
üblicherweise auf -80 ◦C gekült. Weitere Parameter der Datennahme finden sich in dem
Anhang M.
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Abbildung 4.4.: Mit der EMCCD-Kamera detektierte ortsaufgelöste Kühlfluores-
zenz von zwei 171Yb+-Ionen. Die beiden Ionen können räumlich aufgelöst werden
und der dargestellte Maßstab ergibt sich aus dem berechneten Abstand der Ionen
im Fallenpotenzial und ihrem Abstand in der Abbildung. Die Belichtungszeit beträgt
hier 100ms und das Binning 4× 4.

Die Abbildung 4.4 zeigt die ortsaufgelöste Resonanzfluoreszenz zweier gespeicherter
171Yb+-Ionen. Der Abbildungsmaßstab für das gewählte Binning von 8× 8 Pixeln lässt
sich aus dem räumlichen Abstand der beiden Ionen in dem axialen Fallenpotenzial (vgl.
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Abschnitt 2.4) und dem Abstand ihrer Abbildungen bestimmen. Es folgt der Maßstab
von 2,95(12) µm pro Pixel [66].

Für die Datenauswertung hat es sich als vorteilhaft erwiesen, nur die Pixel, die den
Großteil der Fluoreszenz eines Ions registrieren, auszuwerten. Um nun die Güte des
Zustandsnachweises zu quantifizieren, werden die Detektionsfehler ηhell und ηdunkel de-
finiert. Diese bezeichnen die Relation, wie häufig ein helles bzw. dunkles Ion in dem
falschen Zustand nachgewiesen wird. Zur Messung dieses Fehlers wurde ein einzel-
nes Ion entweder in dem hellen Zustand 2S1/2, F = 1, mF = 0 oder in dem dunklen
2S1/2, F = 0 präpariert und unmittelbar danach mit Detektionslicht beschienen. Dieser
Vorgang wurde jeweils 10000 Mal wiederholt. Die Präparation des dunklen Zustands
geschah durch optisches Pumpen mit einem möglichen Präparationsfehler von weniger
als 0,0025 (vgl. Abschnitt 4.1.2). Der helle Zustand wurde durch einen resonanten
π-Puls präpariert (vgl. Abschnitt 2.6). Die Adressierfrequenz war hierbei bis auf 1 kHz
und die Rabi-Frequenz auf 2π×100Hz genau bestimmt. Mit der Rabi-Frequenz von
etwa 2π×50 kHz ergibt sich ein Präparationsfehler in den hellen Zustand von weniger
als 0,0029 (vgl. Abschnitt 2.6.2). Ist nun der gemessene Detektionsfehler größer als
der Präparationsfehler, so kann man davon ausgehen, dass dieser hauptsächlich auf die
Detektion zurückzuführen ist.

Für den Fall, dass das sich das Ion zum Beispiel aufgrund von Stößen mit Rest-
gasatomen in einem Zustand außerhalb des Detektionsübergangs befindet, werden die
Ergebnisse verfälscht, da es immer als dunkel registriert würde. Aus diesem Grund wird
zusätzlich die Kühlfluoreszenz detektiert. Weicht diese für eine Messung deutlich von
der anderer Messungen nach unten ab, so wird das zugehörige Ergebnis verworfen.
In der Abbildung 4.5 ist die resultierende Zählstatistik zu finden. Man kann deutlich
erkennen, dass ein dunkel präpariertes Ion nur zu einem geringen Signal von etwa 200
innerhalb des untersuchten EMCCD-Pixels führt. Ist das Ion hingegen hell präpariert,
so führt dieses zu größeren Signalen, die um einem Maximum nahe 1800 breit verteilt
sind. Der Detektionsfehler entsteht nun durch den Überlapp der beiden Verteilungen.
Offensichtlich ist hierbei der Anteil eines großen Signals (mehr als 500) für ein dunkel
präpariertes Ion. Dieser Anteil resultiert hauptsächlich - neben Streulicht - von Ladungs-
trägern, die während des Betriebs des CCD-Chips erzeugt werden, sogenannten CICs
(clock induced charges). Ein anderer Effekt, der zu einem Überlapp der beiden Vertei-
lungen führt, ist die Breite der Verteilung für ein hell präpariertes Ion. Aufgrund des
Ausleserauschens des AD-Wandlers, der das Ladungsträgersignal digitalisiert, ist diese
doppelt so breit wie die Poisson-Statistik der Photonen, die den Chip erreichen.

Der Detektionsfehler eines hellen Ions ist

ηhell =
Anzahl dunkel detektierter Ionen
Anzahl hell präparierter Ionen

(4.3.1)
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Abbildung 4.5.: Histogramme der EMCCD-Kamera für ein helles bzw. dunkles Ion.
Die graue Linie bei 325 kennzeichnet den Schwellwert, für den sich ein minimaler
mittlerer Detektionsfehler von 0,04 ergibt.

und der eines dunklen analog

ηdunkel =
Anzahl hell detektierter Ionen

Anzahl dunkel präparierter Ionen
. (4.3.2)

Für einen Schwellert von 325 ergibt sich für beide Fälle ein Detektionsfehler von 0,04.

4.4. Mikrowellen-optische
Doppelresonanz-Spektroskopie

Mittels kohärenter mikrowellen-optischer Doppelresonanz-Spektroskopie kann die Adres-
sierfrequenz einzelner Qubits bestimmt werden. Ein lasergekühltes Ion wird hierbei mit-
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Abbildung 4.6.: Mikrowellen-optische Doppelresonanz-Spektroskopie von drei Io-
nen in einem Magnetfeldgradienten. (a) Ortsaufgelöste Resonanzfluoreszenz der
in der Paul-Falle gespeicherten Ionen, wie sie mittels EMCCD-Kamera detektiert
wird. Während der Messsequenz werden drei Mikrowellenpulse unmittelbar nach-
einander eingestrahlt. Die Frequenz eines jeden Pulses liegt dabei in der Nähe ei-
nes der magnetfeldabhängigen Übergänge 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = −1.
Die Anregungswahrscheinlichkeit eines jeden Ions ist jeweils in Abhängigkeit
der Verstimmung des Mikrowellenpulses von dem magnetischen π-Übergang
2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = 0 bei etwa 12,642828GHz dargestellt (b). Auf-
grund des Frequenzabstands von etwa 3,19MHz und einer Rabi-Frequenz der Pulse
von etwa 60 kHz erfolgt die Anregung der Ionen unabhängig von einander und jedes
Qubit wird nur von dem Puls nahe seiner Resonanzfrequenz angeregt. Die Pulsdau-
er beträgt 8 µs. Bei der durchgezogenen Linie handelt es sich um eine Anpassung
an die Datenpunkte. Mögliche Bewegungsseitenbänder aufgrund einer thermischen
Anregung der Ionen werden dabei vernachlässigt. Die Schwerpunktsbewegung der
Ionen wurde jedoch mittels Seitenbandkühlung auf eine mittlere Besetzung von
16(12) Phononen gekühlt, was die Seitenbänder unterdrückt. Mögliche Seitenban-
danregungen werden durch die Leistungsverbreiterung vom Trägersignal überdeckt
und sind nicht zu beobachten. Jeder einzelne Datenpunkt entspricht 200 Wieder-
holungen.

tels möglicher Seitenbandkühlung nahe an den Grundzustand der Bewegung gekühlt
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und anschließend im Grundzustand |0〉 präpariert (vgl. Abschnitt 4.1.2). Danach er-
folgt die Manipulation durch einen Mikrowellenpuls mit einer (variablen) Frequenz na-
he des vermuteten Qubit-Übergangs. Die Pulsdauer entspricht idealerweise der eines
π-Pulses und die Detektion des resultierenden Zustands erfolgt mittels Beobachtung
von zustandsabhängiger Resonanzfluoreszenz (vgl. Abschnitt 4.3). Diese Sequenz wird
für unterschiedliche Frequenzen mehrfach wiederholt. Im Kontext der Spektroskopie
handelt es sich somit bei dem Mikrowellensignal um die Pumpquelle, welche die Qubit-
Zustände be- bzw. entvölkert und bei dem Detektionslaserlicht um die Sondenquelle,
welche die Zustände abfragt, indem sie Übergänge anregt [72].

Für die effektiv simultane Messung an mehreren Qubits kann die Sequenz entspre-
chend erweitert werden. Die Manipulation besteht in diesem Fall aus mehreren Mikro-
wellenpulsen, die nacheinander ausgeführt werden. Jeder Puls hat dabei seine Frequenz
in der Nähe des Übergangs eines der Qubits. Wegen der Frequenzaufspaltung infol-
ge des Magnetfeldgradienten wird hierbei nur eines der Ionen angeregt (siehe auch
Abschnitt 2.5).

Die mathematische Beschreibung der erwarteten Anregungswahrscheinlichkeiten ei-
nes Qubits folgt aus der Zeitentwicklung eines verstimmten Mikrowellenpulses (vgl.
Gleichung (2.6.10))

P|1〉 = |〈1|U|0〉|2 =
Ω2

Ω2 + ∆2
sin2(

√
Ω2 + ∆2 τ/2) (4.4.1)

In dieser Gleichung bezeichnet Ω die Rabi-Frequenz des Übergangs, ∆ die Verstim-
mung des Pulses von der Resonanzfrequenz und τ die Dauer des Pulses. Die erwartete
Anregungswahrscheinlichkeit als Funktion der Frequenz des anregenden Mikrowellen-
pulses (und damit ∆), wird somit beschrieben durch einen periodischen Anteil und
einen Vorfaktor, der die Anregung mit steigender Verstimmung mehr und mehr un-
terdrückt. Für den Resonanzfall (∆ = 0) und die Pulsdauer eines π-Pulses τ = π/Ω

(vgl. Abschnitt 2.6), folgt somit eine Anregungswahrscheinlichkeit von eins. Für eine
nicht-resonante Anregung kann es trotzdem Verstimmungen geben, für die das Argu-
ment

√
Ω2 + ∆2 τ/2 = π/2 ist. Die Anregungswahrscheinlichkeit ist nun jedoch um den

Vorfaktor Ω2

Ω2+∆2 unterdrückt. Die erwartete Anregungswahrscheinlichkeit als Funktion
der Frequenz und der Pulsdauer eines π-Pulses sieht also ähnlich aus wie der Sinus car-
dinalis mit einem Hauptmaximum für den Resonanzfall und abfallenden Nebenmaxima.

Die Abbildung 4.6 zeigt exemplarisch die Ergebnisse einer solchen kohärenten mi-
krowellen-optischen Doppelresonanz-Spektroskopie an drei Ionen. Das Modell, das zur
Anpassung an die Daten bei Variation der Anregungsfrequenz ν verwendet wird, lautet

f (p0, p1, p2, p3, τ, ν) = p0 + p1

p2
2

p2
2 + (ν − p3)2

sin2(

√
p2

2 + (ν − p3)2 τ/2) . (4.4.2)

Hierbei bezeichnet der Parameter τ die gewählte Pulsdauer, p2 die Rabi-Frequenz und
p3 die gesuchte unbekannte Resonanzfrequenz. Die zusätzlichen Parameter p0 und
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p1 erlauben die Anpassung an die Daten für eine nicht perfekte Zustandspräparation
und Detektion. Die mögliche Anregung von Bewegungsseitenbändern (siehe Abschnitt
2.5.3) wird bei dem obigen Modell vernachlässigt. Diese Seitenbänder liegen symme-
trisch um die Resonanz herum und haben keinen negativen Einfluss auf die Bestimmung
der Resonanzfrequenz des Trägerübergangs.

Aus der Anpassung an die Daten aus Abbildung 4.6 ergeben sich die drei Resonanz-
frequenzen

ν1 = 12,6401848(18) GHz , (4.4.3)

ν2 = 12,6369992(17) GHz , (4.4.4)

ν3 = 12,6338068(17) GHz . (4.4.5)

Somit erlaubt das mikrowellen-optische Doppel-Resonanz-Verfahren die Bestimmung
der Qubitübergänge mit einer Genauigkeit von nahezu 1 kHz. Wie man ebenfalls erken-
nen kann, beträgt die Frequenzaufspaltung der drei einzelnen Qubitübergänge in dem
Magnetfeldgradienten für die gewählte axiale Fallenfrequenz von 2π×124 kHz etwa
3,19MHz. Die Rabi-Frequenz der Manipulation hingegen beträgt lediglich etwa 60 kHz
und ist somit fünfzigmal kleiner. Aus dem Abschnitt 2.6.2 folgt daher, dass die Manipu-
lation der einzelnen Qubits nahezu unabhängig voneinander erfolgen kann (siehe auch
Kapitel 6).

4.5. Rabi-Oszillationen

Die Beobachtung von Rabi-Oszillationen (benannt nach Isidor Isaac Rabi [88]) dient
im Allgemeinen dem Nachweis einer kohärenten getriebenen Ein-Qubit-Dynamik. Eine
praktische Anwendung darüber hinaus ist die Messung der Rabi-Frequenz, mit der ein
Qubit manipuliert werden kann. Somit können die Pulsdauern für Mikrowellenpulse zur
Realisierung beliebiger Ein-Qubit-Gatter (vgl. Abschnitt 2.6) bestimmt werden.

Die Sequenz zur Messung der Rabi-Frequenz besteht aus den folgenden Schritten.
Nach der Laserkühlung und Präparation in dem Grundzustand |0〉 (vgl. Abschnitt 4.1.2)
erfolgt die Manipulation in Form eines (idealerweise) resonanten Mikrowellenpulses
von variabler Dauer. Nach der Manipulation erfolgt die Detektion des Zustands durch
die Beobachtung von zustandsabhängiger Resonanzfluoreszenz (vgl. Abschnitt 4.3).
Die Pulsdauer wird für unterschiedliche Ausführungen der Sequenz variiert und diese
Sequenz für jede Pulsdauer mehrfach wiederholt.

Bei Experimenten mit mehreren Qubits kann die Rabi-Frequenz eines jeden Qubits
effektiv zeitgleich während der gleichen Messsequenz gemessen werden. Die Sequenz
basiert dabei auf der für ein einzelnes Qubit und lediglich die Manipulation wird auf
mehrere Qubits erweitert. Anstatt eines einzelnen Pulses werden nun mehrere Pulse
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Abbildung 4.7.: Rabi-Oszillationen von drei Ionen in einem Magnetfeldgradienten.
(a) Ortsaufgelöste Resonanzfluoreszenz der in der Paul-Falle gespeicherten Ionen,
wie sie mittels EMCCD-Kamera detektiert wird. Die Manipulation der Qubits be-
steht aus drei Pulsen, die nacheinander ausgeführt werden. Jeder Puls ist dabei
genau auf die Resonanzfreuenz 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = −1 eines der
Qubits abgestimmt. In (b) ist dann die Anregungswahrscheinlichkeit eines Qubits
in Abhängigkeit von der Pulsdauer dargestellt. Die durchgezogene Linie stellt eine
Anpassung an die Datenpunkte dar, aus der Rabi-Frequenzen von etwa 60 kHz fol-
gen. Der Frequenzabstand der Qubitübergänge in dem Magnetfeldgradienten ist
mit etwa 3,19MHz deutlich größer. Somit kann die kohärente Manipulation eines
jeden Qubits nahezu unabhängig von den anderen erfolgen. Die Schwerpunktsbe-
wegung der Ionen wurde mittels Seitenbandkühlung auf eine mittlere Besetzung
von 16(12) Phononen gekühlt. Der verminderte Kontrast ist auf Detektionsfehler
zurückzuführen. Jeder einzelne Datenpunkt entspricht 200 Wiederholungen.

unmittelbar nacheinander eingestrahlt. Jeder Puls weist hierbei idealerweise die Re-
sonanzfrequenz eines der Qubits auf. Die Resonanzfrequenzen der Qubits sind dabei
aufgrund des Magnetfeldgradienten und der axialen Fallenfrequenz so weit aufgespal-
ten, dass jeweils nur eines von einem der Pulse manipuliert wird (siehe auch Abschnitt
2.5).

Die genaue mathematische Beschreibung der Anregungswahrscheinlichkeit erfolgt
auf Basis der Zeitentwicklung eines einzelnen Mikrowellenpulses (vgl. Gleichung (2.6.2)).
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Die beobachtete Anregungswahrscheinlichkeit nach Ausführung eines resonanten Pul-
ses (∆ = 0) mit der Pulsdauer τ und anfänglicher Präparation in |0〉 lautet:

P|1〉(∆ = 0) = |〈1|U|0〉|2 =
1

2
(1− cos(Ωτ)) . (4.5.1)

Nach der Dauer τ = π
2Ω

beträgt die Anregungswahrscheinlichkeit 1/2 und somit ist
ein π/2-Puls realisiert. Für die doppelte Pulsdauer beträgt die Anregung eins, da der
resultierende π-Puls den Zustandsvektor von |0〉 nach |1〉 gedreht hat.

Für den Fall, dass die Mikrowellenpulse nicht resonant sind, sondern eine Verstim-
mung ∆ 6= 0 aufweisen, erfolgt die Drehung um eine verkippte Achse (vgl. Abschnitt
2.6.2). Für die Anregungswahrscheinlichkeit folgt aus der Gleichung (2.6.10):

P|1〉(∆ 6= 0) =
Ω2

Ω2
R

1

2
(1− cos(ΩRt)) . (4.5.2)

Die maximale Anregung ist nun um Ω2/Ω2
R reduziert und der Zustandsvektor des Qubits

oszilliert schneller mit der verallgemeinerten Rabi-Frequenz ΩR =
√

Ω2 + ∆2.
Zur Bestimmung der Oszillationsfrequenz wird das Modell

f (p0, p1, p2, τ) = p0 − p1 cos(p2τ) (4.5.3)

an die Daten angepasst. Der Parameter p2 entspricht hierbei der gesuchten Frequenz
und die Parameter p0 und p1 beschreiben den möglichen Einfluss von Präparations- und
Detektionsfehlern.

In der Abbildung 4.7 sind exemplarische Rabi-Oszillationen von drei Qubits darge-
stellt. Die obige Anpassung an die Daten ergibt die drei Rabi-Frequenzen

Ω1 = 2π × 59,7(2) kHz , (4.5.4)

Ω2 = 2π × 63,0(4) kHz , (4.5.5)

Ω3 = 2π × 66,3(5) kHz . (4.5.6)

Diese sind für die drei Qubits unterschiedlich, da die Adressierfrequenzen unterschiedlich
sind und die Ausgangsleistung der verwendeten Mikrowellenkette frequenzabhängig ist.
Die Frequenzaufspaltung der Qubit-Übergänge in dem Magntefedgradienten beträgt
für die gewählte axiale Fallenfrequenz etwa 3,19MHz (vgl. Abschnitt 4.4). Dieser Fre-
quenzabstand ist deutlich größer als die gemessenen Rabi-Frequenzen und somit kann
jedes Qubit einzeln manipuliert werden (siehe auch das Kapitel 6).
Aus der maximalen Anregungswahrscheinlichkeit lässt sich mit Kenntniss des Prä-

parations- und Detektionsfehlers abschätzen, wie gut ein einzelnes Qubit manipuliert
werden kan. So beträgt beispielsweise die maximale Anregungswahrscheinlichkeit des
dritten Ions in der Abbildung 4.7 nach der Dauer einer π-Pulses 0,95(3). Mit einem

62



4.5. Rabi-Oszillationen

0 20 40 60 80
0

0.25

0.5

0.75

1

Pulsdauer (µs)

A
nr

eg
un

gs
w

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hk
ei

t

Abbildung 4.8: Gedämpfte Ra-
bi-Oszillation bei thermischer
Anregung der Ionen (〈n〉 =

51(9)) in einem Magnetfeldgra-
dienten. Die durchgezogene Li-
nie entspricht einer Anpassung
an die Datenpunkte, aus der sich
eine charakterische Zerfallszeit
von 102(14) µs ergibt. Jeder Da-
tenpunkt entspricht 200 Wieder-
holungen.

Detektionsfehler von 0,04 (bzw. einer Detektionsgüte von 0,96; siehe auch Abschnitt
4.3) lässt sich somit die Anregungswahrscheinlichkeit auf mehr als 0,99 korrigieren.
Dieser Wert stellt eine einfache Abschätzung der Güte von beliebigen Ein-Qubit-Gat-
tern dar. Für eine genauere systematische Messung ist die Methode des Randomized
Benchmarking geeignet [89; 25; 26]. Die systematische Untersuchung der Güte von
Quantengattern stellt dann in diesem Zusammenhang ein eigenständiges mögliches
Forschungsvorhaben dar. An dieser Stelle sei nun lediglich auf den Abschnitt 6.8 ver-
wiesen. Dort wird zusätzlich eine obere Grenze für die Fidelity eines einzelnen π-Pulses
zu 0,995 abgeschätzt. Somit kann ein einzelnes Qubit mittels Mikrowellenstrahlung
gezielt und mit einer hohen Güte manipuliert werden.

Während der Messdauer von 60 µs zeigen die beobachteten Rabi-Oszillationen der
bis nahe an den Grundzustand der Bewegung gekühlten Ionen (〈n〉 = 16(12)) keinen
Verlust des Kontrastes. Somit ist die Kohärenzzeit, während der ein Qubit kohärent ma-
nipuliert werden kann, deutlich länger als die Messdauer. Sind die Ionen jedoch weniger
gut gekühlt und beträgt die mittlere Besetzung der Schwerpunktsmode 〈n〉 = 51(9),
so zeigen die Rabi-Oszillationen einen deutlichen Kontrastverlust während der Manipu-
lationsdauer (siehe Abbildung 4.8). Die Kohärenzzeit erfolgt aus der Anpassung einer
exponentiell zerfallenden Einhüllenden an die Oszillation und beträgt 102(14) µs. So-
mit wird nun auch die Güte eines einzelnen π-Pulses von 8 µs Dauer auf etwa 0,95(3)
reduziert. Die Ursache des Kontrastverlustes ist die thermische Anregung der Ionen in
dem Magnetfeldgradienten. Der effektive Lamb-Dicke-Parameter führt zu einer Kopp-
lung zwischen den externen und den internen Freiheitsgraden (siehe Abschnitt 2.5.3).
Die Rabi-Frequenz des Träger-Übergangs Ωn,n ist dann abhängig von der Besetzung
n der Schwingungsmode (vgl. die Gleichung (2.5.12)). Befinden sich die Ionen in ei-
nem thermischen Bewegungszustand, so sind die beobachteten Rabi-Oszillationen eine
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4. Experimentelle Methoden

Überlagerung aus den Oszillationen aller Besetzungszahlen, was zu einer Dämpfung
führt. Im Umkehrschluss erlaubt die Beobachtung von gedämpften Rabi-Oszillationen
die Charakterisierung des thermischen Zustands bzw. die Messung der mittleren Beset-
zungszahl 〈n〉 [30].

4.6. Ramsey-Experiment

Die Ramsey-Interferometrie (benannt nach Norman Foster Ramsey [90]) wird im Rah-
men dieser Arbeit verwendet, um die Kohärenzeigenschaften eines oder mehrerer Qubits
zu untersuchen. Im Kontext der Quanteninformationsverarbeitung besteht ein Ramsey-
Experiment aus der Anwendung zweier π/2-Pulse (vgl. Abschnitt 2.6), die von einer
Entwicklungsdauer unterbrochen sind. Nachdem das Qubit in seinem Grundzustand |0〉
initialisiert worden ist, bringt der erste π/2-Puls es in einen Superpositionszustand. Die-
ser entwickelt sich im Allgemeinen während der Entwicklungsdauer entsprechend des
Hamilton-Operators, der das physikalische System beschreibt. Der zweite π/2-Puls
fragt schließlich die resultierende Kohärenz des Zustands nach der Entwicklungsdauer
ab.

Eine Möglichkeit dabei ist, dass die beiden π/2-Pulse eine feste relative Phasenlage
aufweisen (beispielsweise die gleiche Phase haben) und dann die Entwicklungsdauer
zwischen den Pulsen variiert wird. Weisen die Pulse eine Verstimmung ∆ zum Qubit-
Übergang auf, so präzediert der Zustandsvektor (im Bild der Bloch-Kugel) während der
Entwicklungsdauer mit dieser Verstimmung um die z-Achse [34]. In der Konsequenz ist
bei der wiederholten Messung der Anregungswahrscheinlichkeit eine Oszillation zu beob-
achten und die Frequenz entspricht dabei gerade der Verstimmung. Verliert das Qubit
aufgrund von Dekohärenz (siehe auch den Abschnitt 7.1.1) während der Entwicklungs-
dauer seine Kohärenz, so spiegelt sich dies in einer Dämpfung der Oszillation wider.
Aus dem Zerfall des Kontrastes lässt sich die sogenannte transversale Relaxationszeit
T ∗2 bestimmen [34]. Die Abbildung 4.9 (a) zeigt exemplarisch die Resultate für ein
einzelnes Qubit. Aus der Anpassung einer gedämpften Oszillation an die Datenpunkte
ergibt sich eine Verstimmung von 2π×8,0(3) kHz und eine transversale Relaxationszeit
von 200(100) µs.

Eine andere Möglichkeit der Ramsey-Interferometrie ist die Wahl einer konstanten
Entwicklungsdauer und die Variation der relativen Phase zwischen den beiden resonan-
ten π/2-Pulsen. Wird die Phase des zweiten Pulses (relativ zum ersten) von ϕ = 0 bis
ϕ = 2π variiert, so lässt sich für einen Superpositionszustand aus der Wiederholung
des Experiments eine Oszillation mit der Phase ϕ beobachten.
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Abbildung 4.9.: Beobachtete Ramsey-Interferenzstreifen. (a) Die Entwicklungs-
dauer zwischen den beiden π/2-Pulsen gleicher Phase wird variiert, wobei die Pulse
um etwa 8 kHz von der Resonanz verstimmt sind. Das Qubit des magnetfeldab-
hängigen Übergangs 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = 1 verliert seine Kohärenz
aufgrund von Magnetfeldrauschen während der transversalen Relaxationszeit von
200(100) µs, was sich in der Dämpfung der Oszillation widerspiegelt. (b) Für eine
konstante bzw. verschwindende Entwicklungsdauer lassen sich ebenfalls Interferenz-
streifen beobachten, wenn die Phase des zweiten Pulses relativ zum ersten variiert
wird.

Die mathematische Beschreibung der Anregungswahrscheinlichkeit folgt dabei aus
der Zeitentwicklung von zwei π/2-Pulsen (siehe Gleichung (2.6.7))

P|1〉(ϕ) = |〈1|Uπ/2(ϕ)Uπ/2(0)|0〉|2 =
1

2
(1 + cos(ϕ)) . (4.6.1)

Der erste Puls (mit der Phase 0) präpariert aus dem Grundzustand |0〉 einen Super-
positionszustand. Der zweite Puls (mit der Phase ϕ) dreht nun den Zustandsvektor
(im Bild der Bloch-Kugel) für die Phase ϕ = 0 weiter nach |1〉 oder für die Phase
ϕ = π zurück nach |0〉. Beliebige andere Phasen führen zu Zustandsänderungen, die
zu Anregungswahrscheinichkeiten zwischen null und eins führen. In der Abbildung 4.9
(b) sind die Ergebnisse eines solchen Experiments dargestellt. An die Datenpunkte wird
dort das Modell

f (p0, p1, p2, ϕ) = p0 + p1 cos(ϕ+ p2) (4.6.2)
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angepasst. Der Parameter p2 beschreibt dabei eine mögliche Phasenverschiebung auf-
grund von Pulsfehlern.

Für eine nicht verschwindende Entwicklungszeit kann sich der Zustand des Qubits im
Allgemeinen ändern. So können beispielsweise Magnetfeldfluktuationen zu einer Depha-
sierung führen (siehe Abschnitt 7.1.1) oder aber die J-Kopplung führt zu einer Ände-
rung der Phase des Zustands (siehe Abschnitt 4.8). Mittels des zweiten Ramsey-Pulses
können dann diese Änderungen in Abhängigkeit von der Entwicklungsdauer untersucht
werden. Entspricht der Zustand des Qubits unmittelbar vor dem zweiten π/2-Puls der
Dichtematrix ρ, so werden die resultierenden Ramsey-Streifen beschrieben durch

P|1〉(ϕ) = 〈1|Uπ/2(ϕ)ρU†π/2(ϕ)|1〉 =
1

2
(1 + 2|ρ01| cos(ϕ+ α−

π

2
)) . (4.6.3)

Die beobachteten Ramsey-Streifen erlauben nun die Bestimmung der Kohärenz (des
Betrags des Außerdiagonalmatrixelements ρ01) und der Phase α des Zustands. Der
Betrag der Kohärenz entspricht dabei der Amplitude der Oszillation und die Phase α
ergibt sich aus der Lage des Minimums ϕmin zu

α = 3π/2− ϕmin . (4.6.4)

Um eine unbeabsichtigte Präzession aufgrund von einer Verstimmung zu unterdrücken,
kann bei einem Ramsey-Experiment nach der halben Entwicklungszeit ein zusätzlicher
resonanter Spin-Echo-Puls an das Qubit adressiert werden (siehe Abschnitt 7.1.2). Aus
der Beobachtung von Ramsey-Streifen für unterschiedliche Entwicklungsdauern bei Ver-
wendung eines Spin-Echo-Pulses kann dann die Kohärenzzeit T2 des Qubits bestimmt
werden [34].

4.7. Messung von Zustandsgüten

Ein grundlegendes Ziel der Quanteninformationsverarbeitung ist die Präparation eines
reinen Zustands |ψ〉, um beispielsweise Information zu speichern, oder um den Eingangs-
zustand eines Algorithmus zu initialisieren. Im Allgemeinen kann aber das Ergebnis einer
solchen Präparation aufgrund von experimentellen Fehlern oder unbeabsichtigten Wech-
selwirkungen mit der Umgebung von dem idealen Zustand abweichen. In der Folge liegt
nach der Präparation der Zustand ρ vor, der durch seine Dichtematrix beschrieben wird.
Diese lässt sich in der Basis von Basiszuständen wie folgt zerlegen

ρ = ρ00|0〉〈0|+ ρ01|0〉〈1|+ ρ10|1〉〈0|+ ρ11|1〉〈1| . (4.7.1)

Ein Maß, wie gut die beiden Zustände übereinstimmen, ist die sogenannte Fidelity5 [91]

F = 〈ψ|ρ|ψ〉 . (4.7.2)
5In der Literatur (zum Beispiel [17; 34]) findet auch ein Ausdruck Verwendung, welcher der Quadrat-
wurzel der hier verwendeten Fidelity entspricht.
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Ist der Zustand ρ rein, so kann die Dichtematrix in der Form

ρ = |φ〉〈φ| (4.7.3)

dargestellt werden und die Fidelity F = |〈φ|ψ〉|2 entspricht dem Quadrat des Überlapps
der beiden Zustände. Die Fidelity von zwei Zuständen kann zwischen null und eins
liegen. Eine Fidelity von eins bedeutet in diesem Fall einen perfekten Überlapp der
beiden Zustände (bzw. deren Äquivalenz bis auf einen globalen Phasenfaktor) und eine
Fidelity von null entspricht zwei orthogonalen Zuständen6.

Die Messung der Zustands-Fidelity erlaubt also eine Quantifizierung, wie gut ein
Zustand präpariert werden kann oder wie gut der resultierende Zustand einer quanten-
logischen Operation mit dem idealen Resultat übereinstimmt. Im Rahmen dieser Arbeit
wurden sowohl Ein-Qubit- als auch Mehr-Qubit-Zustände charakterisiert und die expe-
rimentellen Methoden hierfür werden in den beiden folgenden Abschnitten dargestellt.

4.7.1. Ein-Qubit-Zustandsgüten

Bei der Messung der Zustands-Fidelity eines Ein-Qubit-Zustands gilt es zu unterschei-
den, ob der ideale Zustand |ψ〉, mit dem der vorhandene Zustand ρ (beschrieben durch
seine Dichtematrix) verglichen wird, ein Energieeigenzustand oder ein (gleichmäßiger)
Superpositionszustand ist.

Energieeigenzustand

In dem ersten Fall folgt unmittelbar aus der Definition in Gleichung (4.7.2) die Fidelity
von

F = 〈1|ρ|1〉 = ρ11 , (4.7.4)

für den Vergleichszustand |ψ〉 = |1〉. Für den anderen Energieeigenzustand |0〉 ent-
spricht die Fidelity dann dem anderen Diagonalmatrixelement ρ00. Aus der Definiti-
on der Dichtematrix folgt unmittelbar, dass diese Diagonalmatrixelemente den Wahr-
scheinlichkeiten entsprechen, den Zustand bei einer Projektionsmessung in |1〉 bzw. |0〉
vorzufinden. Das Messprotokoll besteht also lediglich aus der Projektionsmessung und
der Zustandsdetektion (vgl. Abschnitt 4.3), welche die notwendige Information für die
Rekonstruktion der Fidelity liefert.

Wird die Anregungswahrscheinlichkeit P|1〉 gemessen und ist der Vergleichszustand
|ψ〉 = |1〉, so entspricht die Fidelity F = P|1〉. Ist der Vergleichszustand hingegen

6Hierbei gilt jedoch zu beachten, dass beispielsweise die beiden Zustandsvektoren |ψ〉 = |1〉 und |φ〉 =√
1/2(|0〉 + |1〉) im Bild der Bloch-Kugel zwar senkrecht aufeinander stehen (entlang der z- bzw.

x-Achse), die Zustände jedoch nicht orthogonal sind und die Fidelity 1/2 beträgt.
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|ψ〉 = |0〉, so ist die Fidelity aufgrund der Wahrscheinlichkeitserhaltung F = 1− P|1〉.

Superpositionszustand

Handelt es sich bei dem Vergleichszustand

|ψ〉 =
1√
2

(
|0〉+ e iβ|1〉

)
(4.7.5)

hingegen um einen gleichmäßigen Superpositionszustand, so lautet die Fidelity nun

F = 〈ψ|ρ|ψ〉 =
1

2
(1 + 2|ρ01| cos(β − α)) , (4.7.6)

wobei der Winkel α der Phase des Außerdiagonalmatrixelements ρ01 entspricht. Die Fi-
delity ist nun genau eins für den Fall, dass der Betrag des Außerdiagonalmatrixelements
ρ01 genau 1/2 ist und es darüber hinaus die gleiche Phase wie der Vergleichszustand hat
(α = β). Haben der präparierte Zustand und der Vergleichszustand entgegengesetzte
Phasen (α = β+π), so sind die Zustände orthogonal und die Fidelity null. Ein anderer
Spezialfall liegt vor, wenn der präparierte Zustand einem zufälligen inkohärenten Ge-
misch (beispielsweise aufgrund einer vollständigen Dephasierung) entspricht. In diesem
Fall sind die Außerdiagonalmatrixelemente zerfallen (ρ01 = 0) und die Fidelity beträgt
1/2.

Das zur Messung der Fidelity verwendete Protokoll beruht auf der Beobachtung von
Ramsey-Interferenzstreifen (vgl. Abschnitt 4.6). Nach der Präparation des Zustands ρ
wird ein π/2-Puls an das Qubit adressiert. Die Zeitentwicklung folgt der Gleichung
(2.6.7) und die Anregungswahrscheinlichkeit nach der Projektionsmessung wird be-
schrieben durch die Gleichung (4.6.3), aus welcher sich der Betrag und die Phase
der Kohärenz ergibt. Aus dem Vergleich von (4.6.3) und (4.7.6) lässt sich dann somit
die Fidelity rekonstruieren.

Die Abbildung 4.10 enthält exemplarisch eine Bestimmung der Zustandsfidelity für
den Vergleichszustand |ψ〉 = 1/

√
2(|0〉 + |1〉) (mit β = 0). Das Qubit wurde hierbei

zuerst in dem Grundzustand |0〉 initialisiert und dann mittels eines Hadamard-Gatters
(vgl. Abschnitt 2.1.2 und Kapitel 9) idealerweise in den Superpositionszustand |ψ〉
überführt. Anschließend wurde ein π/2-Puls mit einer variablen Phase an das Qubit
adressiert und die Anregungswahrscheinlichkeit gemessen. Nach der mehrfachen Wie-
derholung der Messsequenz ließen sich die Ramsey-Streifen beobachten. Die Anpassung
des Modells in Gleichung (4.6.2) ergibt für den Betrag der Kohärenz 0,444(14) und
die Phase 0,12(5) rad. Entsprechend der Gleichung (4.7.6) ist die Fidelity des resultie-
renden Zustands mit dem Vergleichszustand 0,94(2). Diese Fidelity beinhaltet jedoch
noch den Fehler aus der Zustandsdetektion (siehe Abschnitt 4.3). Bedenkt man die
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Nachweiswahrscheinlichkeit von 0,96, so lässt sich diese Fidelity auf 0,98(2) korrigie-
ren.

4.7.2. Mehr-Qubit-Zustandsgüten

Handelt es sich bei dem Quantenzustand, der charakterisiert werden soll, um einen
Mehr-Qubit-Zustand, so muss das Messprotokoll erweitert werden. Eine Unterschei-
dung ist dabei, ob es sich bei den beteiligten Zuständen um verschränkte oder separable
Zustände handelt.

Separable Zustände

Sind der präparierte Zustand ρ und der Vergleichszustand |ψ〉 beide nicht verschränkt,
so kann die Dichtematrix des Mehr-Qubit-Systems als Tensorprodukt von einzelnen
Dichtematrizen und der Vergleichszustand als Produkt von Zuständen dargestellt wer-
den [92]. Für einen Drei-Qubit-System gilt nun beispielsweise

ρ = ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ ρ3 (4.7.7)
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Abbildung 4.10: Bestimmung
der Ein-Qubit-Fidelity aus
Ramsey-Interferenzstreifen. Die
Datenpunkte der beobachteten
Ramsey-Streifen weichen von
dem Ideal (gestrichelte Linie)
ab. Die durchgezogene Linie
entspricht einer Anpassung an
die Datenpunkte, aus der sich
die Kohärenz und die Phase von
ρ bestimmen lässt. Die resultie-
rende Fidelity beträgt 0,94(2),
wobei die Abweichung über-
wiegend auf dem reduzierten
Kontrast beruht. Berücksichtigt
man die Nachweiswahrschein-
lichkeit von 0,96, so lässt sich
die resultierende Fidelity auf
0.98(2) korrigieren.
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Abbildung 4.11.: Messung der Zustands-Fidelity eines Drei-Qubit-Systems, das
idealerweise in dem Zustand |ψ〉 = 1√

8
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präpariert ist. In (a) wird davon ausgegangen, dass der Zustand nicht verschränkt
ist und die Auswertung beruht auf der Untersuchung der Ramsey-Streifen von ein-
zelnen Qubits. Die ermittelten Streifen (durchgezogene Linien) werden mit den
Streifen des Zielzustands (gestrichelte Linien) verglichen und ergeben die Fideli-
ties der Einzelqubitzustände. In (b) werden zusätzliche Drehungen angewandt, die
den Zustand idealerweise in den Grundzustand |000〉 (grau) überführen. Bei einer
Projektionsmessung wird nun ermittelt, wie häufig der Grundzustand vorgefunden
wurde und die Wahrscheinlichkeit hierfür entspricht der Drei-Qubit-Zustands-Fide-
lity.

und

|ψ〉 = |ψ1〉|ψ2〉|ψ3〉 . (4.7.8)

Die Fidelity ist nun

F = 〈ψ1|ρ1|ψ1〉︸ ︷︷ ︸
F1

〈ψ2|ρ2|ψ2〉︸ ︷︷ ︸
F2

〈ψ3|ρ3|ψ3〉︸ ︷︷ ︸
F3

(4.7.9)

und entspricht dem Produkt der Ein-Qubit-Zustands-Fidelities. Das Messprotokoll folgt
nun der Messung von Ein-Qubit-Zustandsfidelities aus dem vorherigen Abschnitt. In
der Abbildung 4.11 (a) sind beispielhaft die Ramsey-Interferenzstreifen von drei Qubits
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dargestellt. Aus den beobachteten Streifen eines jeden Qubits lassen sich jeweils die Ko-
härenz und die Phase bestimmen, woraus die Ein-Qubit-Zustandsfidelities rekonstruiert
werden können. Für die Kohärenzen folgt

ρ
(1)
01 = 0,25(4) , (4.7.10)

ρ
(2)
01 = 0,35(3) , (4.7.11)

ρ
(3)
01 = 0,40(3) (4.7.12)

und für die Phasen folgt

α(1) = 4,29(15) rad , (4.7.13)

α(2) = 1,76(10) rad , (4.7.14)

α(3) = 3,19(8) rad . (4.7.15)

Die idealen Phasen wären

β(1) = 5π/4 ≈ 3,93 rad , (4.7.16)

β(2) = π/2 ≈ 1,57 rad , (4.7.17)

β(3) = π ≈ 3,14 rad (4.7.18)

und die ideale Kohärenz beträgt 1/2. Mit der Gleichung (4.6.3) folgen somit die Ein-
zelqubit-Fidelities

F1 = 0,73(4) , (4.7.19)

F2 = 0,85(2) , (4.7.20)

F3 = 0,90(4) . (4.7.21)

Unter der Anahme, dass der Zustand ρ vollständig separabel ist, kann die Fidelity des
Drei-Qubit-Zustands aus dem Produkt der Einzelqubit-Fidelities bestimmt werden (vgl.
die Gleichung (4.7.9)) und aus diesen folgt für den Zustand in der Abbildung 4.11 (a)
eine Fidelity von 0,56(4).

Unbekannter Zustand und separabler Vergleichszustand

Ist der Vergleichszustand |ψ〉 = |ψ1〉|ψ2〉|ψ3〉 separabel und der präparierte Zustand ρ
völlig unbekannt, so ist das verwendete Messprotokoll ein anderes. Es basiert nun auf
der Anwendung von zusätzlichen Einzelqubitrotationen, die den Zielzustand mit einem
beliebigen Energieeigenzustand verknüpfen. Für ein Drei-Qubit-System wurde hierfür
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4. Experimentelle Methoden

der Grundzustand |000〉 gewählt. Für die zusätzlichen Rotationen U1, U2 und U3 muss
nun gelten, dass

U1U2U3|000〉 = |ψ1〉|ψ2〉|ψ3〉 . (4.7.22)

Für die Fidelity folgt dann

F = 〈ψ1|〈ψ2|〈ψ3| ρ |ψ1〉|ψ2〉|ψ3〉 ,
= 〈000|U†1U

†
2U
†
3 ρU1U2U3|000〉 (4.7.23)

und entspricht der Wahrscheinlichkeit das Drei-Qubit-System nach der Projektionsmes-
sung in dem Zustand |000〉 vorzufinden7. Die Ergebnisse für eine Messung sind in der
Abbildung 4.11 (b) zu finden. Dort ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Projektionsmes-
sung einen der acht Basiszustände vorzufinden, aufgetragen. Bei dem Vergleichszu-
stand |ψ〉 handelt es sich um den gleichen, wie in der Teilabbildung a. Die zusätzlichen
Drehungen entsprechen nun π/2-Pulsen mit den Phasen

ϕ
(1)
min = π/4 , (4.7.24)

ϕ
(2)
min = π , (4.7.25)

ϕ
(3)
min = π/2 , (4.7.26)

die mit den Minima der Ramsey-Streifen übereinstimmen und durch die Gleichung
(4.6.4) mit der Phase des Zustands verknüpft sind8.
Entsprechend der Gleichung (4.7.23) stimmt die Drei-Qubit-Fidelity mit der Wahr-

scheinlichkeit P|000〉, bei der Projektionsmessung den Zustand |000〉 vorzufinden, über-
ein. Für die Daten aus der Abbildung 4.11 (b) ergibt sich diese zu 0,66(2).

Verschränkte Zustände

Handelt es sich bei dem Vergleichszustand um einen verschränkten Zustand, so ist
das Protokoll zur Rekonstruktion der Fidelity umfangreicher. Zwar könnten analog zu
den obigen Einzelqubitrotationen U nicht-lokale Gatter verwendet werden, welche den
Vergleichszustand mit dem Grundzustand verknüpfen, jedoch sind diese Gatter in dem
verwendeten experimentellen Aufbau von einer starken Dephasierung betroffen (siehe
Abschnitt 7.3.4). Ein anderes Protokoll, dass zur Rekonstruktion der Fidelity eines
verschränkten Zwei-Qubit-Zustands verwendet wurde, folgt [93] und wird in Abschnitt
7.3.4 näher beschrieben und angewandt.

7Ein vergleichbares Protokoll wäre auch für die Messung der Ein-Qubit-Zustands-Fidelity möglich und
wäre dann schneller als die Messung basierend auf der Auswertung von Ramsey-Streifen aus Abschnitt
4.7.1.

8Für den Fall, dass einer der Ein-Qubit-Zustände von |ψ〉 der Grundzustand |0〉 ist, ist dann auch keine
zusätzliche Rotation dieses Qubits notwendig.
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Abbildung 4.12.: Messung der J-Kopplung. (a) Ramsey-Streifen des Son-
den-Qubits nach Entwicklungsdauern von 1,6ms bzw. 7,6ms. Die mittlere An-
regungswahrscheinlichkeit ist etwas höher als 1/2, was darauf zurückzuführen ist,
dass die Messung mit dem Photomultiplier erfolgte und unbeabsichtigte Anregun-
gen des anderen Qubits zu einem Untergrund der Fluoreszenz führen. (b) Für
unterschiedliche Anfangszustände des Kontroll-Qubits und unterschiedliche Ent-
wicklungsdauern wird die resultierende Phasenverschiebung der Interferenzstreifen
des Sonden-Qubits gemessen. Aus der Steigung folgt jeweils die Kopplungsstärke
zwischen den Qubits. Aus den Daten folgen J=2π×30(4) Hz und J=2π×35(4) Hz
für den Anfangszustand |0〉1|0〉2 bzw. |1〉1|0〉2.

Die Messung der vom Magnetfeldgradienten induzierten J-Kopplung beruht auf den
in Abschnitt 4.6 vorgestellten Ramsey-Experimenten (vgl. auch [56]). Eines der Qubits
koppelt dabei an ein anderes Qubit, welches als Sonde dient, um die Kopplungsstärke
zu messen. Im Kontext eines bedingten Zwei-Qubit-Gatters handelt es sich bei der
Sonde um das Ziel-Qubit und bei dem anderen um das Kontroll-Qubit. Nach der Prä-
paration des Sonden-Qubits in einem Superpositionzustand und des anderen Qubits in
einem Energieeigenzustand führt der Hamilton-Operator des Systems (vgl. Gleichung
(2.5.18)) in dem rotierenden Bezugssystem nach der bedingten Entwicklungsdauer T
zu der Zeitentwicklung

U(T ) = e
i
2
J12σ

(1)
z σ

(2)
z T . (4.8.1)
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Die Folge ist - im Bild der Bloch-Kugel - eine Drehung des Zustandsvektors des Son-
den-Qubits um die z-Achse. Die Drehung erfolgt dabei je nach Zustand des Kon-
troll-Qubits mathematisch positiv oder negativ. Nach der bedingten Entwicklungsdauer
folgt ein zweiter π/2-Puls mit einer variablen Phase, der die Beobachtung von Ram-
sey-Interferenzstreifen erlaubt. Für den Fall, dass das Kontroll-Qubit in |0〉 ist, lautet
die formale Beschreibung dieser Streifen des zweiten Qubits (vgl. auch Gleichungen
(2.6.7))

P|01〉(ϕ) = |〈01|U(2)
π/2(ϕ)U(T )U

(2)
π/2(0)|00〉|2

=
1

2
(1 + cos(ϕ− J T )) . (4.8.2)

Die Stärke der J-Kopplung führt also zu einer Verschiebung der Ramsey-Interferenz-
streifen des Sonden-Qubits. In der Abbildung 4.12 (a) ist diese Verschiebung beispiel-
haft dargestellt. Dabei wurden die Streifen nach zwei Entwicklungdauern 1,6ms bzw.
7,6ms aufgenommen. Es ist deutlich zu erkennen, die das Streifenminimum mit einer
längeren Dauer zu größeren Phasen hin verschoben wird. Ist das Kontroll-Qubit in |1〉
initialisiert, so erfolgt die Drehung des Sondenqubits in die andere Richtung und die In-
terferenzstreifen werden in die andere Richtung verschoben. Die formale Beschreibung
lautet

P|11〉(ϕ) =
1

2
(1 + cos(ϕ+ J T )) . (4.8.3)

Für die präzise Messung der Kopplungsstärke werden nun Ramsey-Streifen nach un-
terschiedlich langen bedingten Entwicklungsdauern T beobachtet. Aus der Abhängigkeit
der Phasenverschiebung ∆ϕ = J T kann dann durch eine lineare Regression J bestimmt
werden. In der Abbildung 4.12 (b) ist die Phasenverschiebung für unterschiedliche Ent-
wicklungsdauern und unterschiedliche Anfangszustände des Kontroll-Qubits dargestellt.

In dem vorhandenen experimentellen Aufbau ist die J-Kopplung von der Größen-
ordnung von einigen zehn Hertz. Die resultierende Phasenverschiebung ∆ϕ ist somit
erst nach einer bedingten Entwicklungsdauer von mehreren Millisekunden nachweisbar.
Da die transversale Relaxationszeit der Qubits jedoch um eine Größenordnung klei-
ner als diese Dauer ist, werden dynamische Entkopplungspulse verwendet (siehe auch
Kapitel 7 und insbesondere den Abschnitt 7.1.5). Bei diesen handelt es sich um zusätz-
liche π-Pulse, die an die Qubits (nahezu) simultan adressiert werden. Auf diese Weise
kann die Dephasierung unterdrückt werden, ohne die bedingte Dynamik aufgrund der
J-Kopplung zu beeinflussen. Die beschriebene Messmethode entspricht dann einem Ein-
zelion-Quanten-Lock-in-Verstärker [94].

Hierbei werden ähnlich zu einem klassischen Lock-in-Verstärker ein Mess- und ein
Referenzsignal moduliert. Der Unterschied besteht jedoch darin, dass es sich bei dem
Sensor um ein Quantensystem und bei der Modulation des Signals und dem Vorgang
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4.8. Messung der J-Kopplung

des Mischens um die Anwendung von quantenlogischen Operationen handelt. Die Mo-
dulation der Referenz entspricht hierbei der Anwendung von dynamischen Entkopp-
lungspulsen, welche störendes Rauschen des Magnetfeldes unterdrücken. Als Sensor
dient das Sensor-Qubit in einem Superpositionszustand und die Phase des Superpositi-
onszustands entspricht dem Ausgangssignal.

In einem Drei-Qubit-System können die wirkenden Kopplungen dadurch gemessen
werden, dass eines der Qubits von dem verbleibenden Zwei-Qubit-System entkoppelt
wird. Die dazu möglichen Methoden werden in den Abschnitten 7.3.5 und 8.2.2 dis-
kutiert. Die Kopplung des verbleibenden Zwei-Qubit-Systems kann dann wie oben be-
schrieben gemessen werden. Darüber hinaus ist es auch möglich, die gemeinsamen
Kopplungen, die auf ein Qubit wirken, zu messen. Hierbei entwickelt sich das Son-
den-Qubit während einer Entwicklungsdauer abhängig vom Zustand der anderen bei-
den Qubits. Die beobachteten Ramsey-Streifen des Sonden-Qubits (hier des dritten
Qubits) werden nun für die Anfangszustände |000〉, |110〉, |100〉 bzw. |010〉 durch

P|001〉 =
1

2
(1 + cos(ϕ− (J23 + J13)T )) (4.8.4)

P|111〉 =
1

2
(1 + cos(ϕ+ (J23 + J13)T )) (4.8.5)

P|101〉 =
1

2
(1 + cos(ϕ− (J23 − J13)T )) (4.8.6)

P|011〉 =
1

2
(1 + cos(ϕ+ (J23 − J13)T )) (4.8.7)

beschrieben. Wie man erkennen kann, erfolgt die Drehung und damit die Phasenver-
schiebung mit der Summe J23 +J13 oder der Differenz der Kopplungen J23−J13. Somit
lassen sich diese analog zur oben diskutierten Messung in einem Zwei-Qubit-System
auch in einem Mehr-Qubit-System bestimmen. Experimentelle Befunde dazu werden in
dem Abschnitt 7.3.5 diskutiert.
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5
Zeitaufgelöste Zustandsdetektion

Ein elementarer Prozess der Quanteninformationsverarbeitung ist, neben der Initialisie-
rung und Manipulation von Qubits, das Auslesen ihres Zustands. In Experimenten, bei
denen die Qubits durch gespeicherte Ionen realisiert werden, geschieht dieser Ausle-
sevorgang in der Regel durch die Detektion von zustandsabhängiger Resonanzfluores-
zenz, wie es im Abschnitt 4.3 beschrieben wurde. Hierbei führt die Besetzung eines
der Qubit-Zustände beim Einstrahlen von geeignetem Laserlicht zur Beobachtung von
Resonanzfluoreszenz und somit wird dieser Zustand als hell bezeichnet. Der andere Zu-
stand wird als dunkel bezeichnet, da er eben nicht zu Resonanzfluoreszenz führt. In den
beschriebenen Experimenten ist der Zustand 2S1/2, F = 0 der dunkle und 2S1,2, F = 1

der helle Zustand. Die Zuordnung, der während der Detektionsdauer registrierten Pho-
tonen zu einem dunklen bzw. hellen Ion, geschieht dabei am einfachsten auf Basis eines
Schwellwerts, ab dem das Ion als hell angesehen wird. Unter realen Bedingungen werden
jedoch auch für ein dunkles Ion Streulichtphotonen registriert und Signal weist somit
einen Untergrund auf. Ebenfalls wird von einem hellen Ion nur ein geringer Bruchteil der
emittierten Photonen registriert. Die Gründe hierfür sind die numerische Apertur des
verwendeten Objektivs, das in der Regel nur einen geringen Raumwinkel abdeckt und
die endliche Nachweiswahrscheinlichkeit des Detektors. Die Zählstatistik der Photonen,
die den Detektor erreichen, folgt einer Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert λb für
ein helles (bright) und λd für ein dunkles (dark) Ion. Diese beiden Poisson-Verteilungen
überlappen im Allgemeinen, was für die gegebene Messdauer zu einem statistischen De-
tektionsfehler führt. Es wäre nun möglich die Messdauer entsprechend zu verlängern,
bis der Überlapp und somit dieser Fehler hinreichend klein ist.
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Viele der zur Quanteninformationsverarbeitung genutzten Ionen, wie beispielsweise
9Be+, 43Ca+, 137Ba+ und das in dieser Arbeit verwendete 171Yb+, können ihren Zustand
während der Messdauer ändern. Dieses führt zu zusätzlichen systematischen Fehlern
und die Messdauer ist typischweise begrenzt auf eine Zeitskala, auf der diese Zustands-
wechsel noch zu vernachlässigen sind.

Eine Möglichkeit, die zusätzlichen Fehler aus einem Zustandswechsel des Ions wäh-
rend der Messdauer zu reduzieren, beruht darauf, diese störenden Ereignisse zu identi-
fizieren. Hierfür wird die Gesamtmessdauer in mehrere kürzere Zeitintervalle unterteilt
und die Fluoreszenzphotonen der einzelnen Intervalle als Zeitreihe aufgezeichnet. An-
hand dieser Zeitreihe wird die Wahrscheinlichkeit bestimmt, dass sie entweder von einem
anfangs hellen oder dunklen Ion stammt. Je nachdem welche Möglichkeit wahrscheinli-
cher ist, wird dem Ion dann innerhalb der Datenauswertung dieser Zustand zugeordnet.

Diese Maximum-Likelihood-Methode wird in dem vorliegenden Kapitel untersucht,
wobei die präsentierten experimentellen Ergebnisse Bestandteil einer gemeinsamen Pu-
blikation sind [95] und teilweise in Zusammenarbeit mit Frau Dr. Wölk entstanden.

In dem folgenden Abschnitt wird zuerst ein Modell präsentiert, mit dem die Resonanz-
fluoreszenz eines 171Yb+-Ions beschrieben werden kann. Hierauf folgt die theoretische
Beschreibung der Dynamik von Detektionsfluoreszenz, wie sie sich aufgrund möglicher
Zustandswechsel ergibt. Am Ende dieses Kapitels werden die Schwellwert-Methode und
die zeitaufgelöste Detektion mittels experimenteller Daten verglichen. Darüber hinaus
werden die Daten mit Simulationen verglichen.

5.1. Fluoreszenzmodell

Als Detektionsübergang dient der Dipolübergang 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0 nahe
369 nm. Die Fluoreszenzrate RB, die ein Detektor von einem hellen Ion registrieren wird,
hängt von der Nachweiswahrscheinlichkeit η eines Photons, der natürlichen Linienbreite
γ des Detektionsübergangs und der Besetzungswahrscheinlichkeit pf des angeregten
Zustands 2P1/2, F = 0 ab und es gilt [96]

RB = ηγpf . (5.1.1)

Im Weiteren wird davon ausgegangen, dass der Rückpumplaser bei 935 nm optisches
Pumpen in den 2D3/2-Zustand verhindert1 und somit den Detektionsübergang effek-
tiv schließt. Der mögliche Zerfall in den 2D3/2-Zustand führt nun zu Korrekturen der
Fluoreszenz, die kleiner als 0,01 sind und somit vernachlässigt werden können [96]. Die

1Hierfür wird der Übergang 2D3/2 → 3D[3/2]1/2 mit einer optischen Leistung von 1mW resonant
getrieben. Die resultierende Intensität ist dabei größer als die Sättigungsintensität. Siehe den Anhang
D für mehr Details.
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Besetzungswahrscheinlichkeit für den angeregten Zustand lautet nun [96]:

pf =
3

4

cos2 θ sin2 θ

1 + 3 cos2 θ

Ω2/3

∆2 + (Γ/2)2
(5.1.2)

mit (
Γ

2

)2

=
(γ

2

)2

+
Ω2

3
cos2 θ

1− 3 cos2 θ

1 + 3 cos2 θ
+

cos2 θ

1 + 3 cos2 θ

(
Ω4

36δ2
B

+ 4δ2
B

)
. (5.1.3)

Die Größe Ω bezeichnet dabei die Rabi-Frequenz des Laserlichts bei 369 nm und ∆ die
Verstimmung des Laserlichts zu dem Detektionsübergang. Die Größe Γ beschreibt die
Verbreiterung des Übergangs 2S1/2, F = 1↔ 2P1/2, F = 0 durch Leistungsverbreiterung
und die Zeeman-Aufspaltung des Zustands 2S1/2, F = 1. Die Fluoreszenz ist abhängig
von der Polarisation des Lasers, wobei der Winkel θ, dem zwischen dem elektrischen
Feld des Laserlichts und dem externen Magnetfeld am Ort des Ions entspricht. Wie man
ersehen kann, verschwindet für bestimmte Polarisationswinkel mit cos θ = 0 und sin θ =

0 die Fluoreszenz. Der Grund hierfür ist ein optisches Pumpen in Hyperfeinzustände,
die nicht an das polarisierte Laserlicht koppeln.

Darüber hinaus ist die Fluoreszenz auch abhängig von der Zeeman-Aufspaltung δB
zwischen den Hyperfeinzuständen S1/2, F = 1, mF = ±1 und S1/2, F = 0, mF = 0

und wird für ein verschwindendes Magnetfeld unterdrückt. Die Ursache hierfür ist eine
resultierende Entartung des Niveaus 2S1/2, F = 1, die zur Bildung von Dunkelzuständen
führen kann und durch ein statisches Magnetfeld aufgehoben wird [97].

Die Abhängigkeit der Fluoreszenz von der Polarisation des Laserlichts und der Ma-
gnetfeldstärke am Ort des Ions wurde systematisch untersucht und die Kühlfluoreszenz
optimiert (vgl. den Anhang E). Für eine Polarisationsrichtung von θ0 = arccos(1/

√
3) ≈

54,7◦ werden alle drei Hyperfeinübergänge P1/2, F = 0 nach S1/2, F = 1 gleich schnell
getrieben (siehe auch [58]) und die obigen Gleichungen (vgl. (5.1.2) und (5.1.3)) ver-
einfachen sich zu [96]

p̃f =
1

36

Ω2

∆2 + (Γ̃/2)2
(5.1.4)

mit der Linienbreite Γ̃ (
Γ̃

2

)2

=
(γ

2

)2

+
1

6

(
Ω4

36δ2
+ 4δ2

)
. (5.1.5)

Die Zählrate, die ein Detektor von einem dunklen Ions RD registriert beruht haupt-
sächlich auf Streulicht und der Dunkelzählrate des Detektors. Diese beiden Prozesse
hängen nicht vom Zustand des Ions ab und für ein helles Ion registriert der Detektor
somit insgesamt die Zählrate RD + RB.
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5.2. Dynamik der Detektionsfluoreszenz

Nach der kurzen Beschreibung der Fluoreszenz im stationären Zustand, soll nun die
Dynamik der Detektionsfluoreszenz diskutiert werden. In Abbildung 5.1 (a) - (d) sind
exemplarische Messergebnisse dargestellt. Hierbei wurden während einer Messdauer von
tb =3ms, die vom Photomultiplier detektierten Photonen entsprechend ihrer Ankunfts-
zeit in einem Histogramm zusammengefasst. Die Gesamtmesszeit wird dabei in Inter-
valle der Länge ts =100 µs geteilt. In den vier unterschiedlichen Fällen sieht man ein
qualitativ unterschiedliches Verhalten. Für (a) wurde nur ein einzelnes Photon registriert
und es liegt nahe, dass für diesen Fall das Ion dunkel war und das einzelne Photon von
Streulicht herrührt. In dem Fall (b) werden nahezu kontinuierlich Photonen registriert,
weshalb es vernünftig ist, das Ion als hell anzunehmen. In den Abbildungen (c) und (d)
sind Zustandswechsel zu beobachten. In (c) endet die Rate an Photonen, die registriert
werden, abrupt nach 1,8 ms und es ist wahrscheinlich, dass diese Zeitreihe von einem
hellen Ion stammt, das während der Messzeit dunkel wird. Der Zustandswechsel beruht
hierbei auf der nicht-resonanten Anregung des Übergangs 2S1/2, F = 1→ 2P1/2, F = 1.

2P1/2

2S1/2

F=1

F=0

F=1

F=0

369 nm

2,1 GHz

12,6 GHz

(e)

Abbildung 5.1.: Zeitaufgelöste Detektion und Illustration der für die Zustands-
wechsel verantwortlichen Prozesse. In (a) bis (d) sind exemplarische Zeitreihen
der Detektionsfluoreszenz dargestellt. In (e) findet sich eine Erklärung der Zu-
standswechsel anhand eines Termschemas von 171Yb+. Die durchgezogene Linie
entspricht dem getriebenen Detektionsübergang. Gestrichelte und gepunktete Lini-
en kennzeichnen nicht-resonante Anregungen bzw. relevante spontane Zerfälle.
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Die Verstimmung des Detektionslasers zu dem Übergang beträgt 2,1 GHz. In (d) ist
die Situation umgekehrt. Während der ersten Millisekunde wird kein einelnes Photon
registriert und für die weiteren zwei Millisekunden werden kontinuierlich Photonen nach-
gewiesen. Es ist also anzunehmen, dass diese Fluoreszenz von einem anfangs dunklen
Ion stammt, das während der Detektionsdauer hell wird. Der Zustandswechsel beruht
dabei auf der nicht-resonanten Anregung des Übergangs 2S1/2, F = 0→2 P1/2, F = 1.
Die Verstimmung des Detektionslasers zu diesem Übergang beträgt etwa 14,7 GHz,
weshalb ein solcher Zustandswechsel weitaus seltener beobachtet wird. Bemerkenswert
ist ebenfalls die Tatsache, dass in (d) für das anfangs dunkle Ion 28 Photonen und
in (c) für das anfangs helle lediglich 21 registriert wurden. Mit der Schwellwertmetho-
de, die lediglich auf der Summe der Photonen beruht, könnten diese Zustände nicht
korrekt zugeordnet werden. Somit wird deutlich, dass die Verwendung zusätzlicher In-
formation, wie der Ankunftszeit der Photonen, den Detektionsfehler reduzieren kann.
Im Folgenden soll nun die genaue Methode der Zeitreihenanalyse diskutiert werden.
Die Methode folgt hierbei [95] und ist eine Erweiterung einer bestehenden Methode
[86], die jedoch für Qubits entwickelt wurde, die nur einen Zustandswechsel vollziehen
können. Dies ist der Fall für beispielsweise das optische Qubit in 40Ca+-Ionen. Für Hy-
perfeinqubits in 171Yb+-Ionen sind jedoch, wie oben gezeigt, Zustandswechsel von hell
nach dunkel und umgekehrt möglich. Somit ergeben sich auch die Möglichkeiten von
mehreren Zustandswechseln während der Messdauer, die bei der bestehenden Methode
nicht berücksichtigt wurden. Es wird daher im Folgenden angenommen, dass während
der Gesamtmessdauer tb ein Ion seinen Zustand mehrfach wechseln kann, während das
Zeitintervall ts jedoch so klein gewählt wird, dass das Ion seinen Zustand nur einmal
wechselt. Diese vereinfachende Annahme wird von Simulationen des Detektionsprozes-
ses gestützt [95].

Phänomenologisch wird der Prozess des Umpumpens von einem Zustand in den
anderen durch Wahrscheinlichkeiten beschrieben. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein helles
Ion während eines Zeitintervalls auch weiterhin hell bleibt ist dabei [95]

WBB(t) = e−t/τB, t ∈ [0, ts ], (5.2.1)

wobei τB die mittlere Verweildauer in dem hellen Zustand kennzeichnet. Die Wahr-
scheinlichkeit dafür, dass es seinen Zustand wechselt und dunkel wird, ist entsprechend
der WahrscheinlichkeitserhaltungWBD(t) = 1−WBB(t). Analog gilt für die Wahrschein-
lichkeit, dass ein dunkles Ion während eines Zeitintervalls auch dunkel bleibt

WDD(t) = e−t/τD, t ∈ [0, ts ] (5.2.2)

und für die, dass es hell wird WDB(t) = 1−WDD(t). In diesen Fällen entspricht τD der
mittleren Verweildauer in dem dunklen Zustand. Wie zuvor erläutert, führt ein dunkles
Ion zu der Zählrate RD im Detektor und ein helles zu RB +RD. Für den Fall, dass das
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5.2. Dynamik der Detektionsfluoreszenz

Ion seinen Zustand während des Zeitintervalls nicht ändert, ist die Wahrscheinlichkeit
n Photonen zu detektieren durch eine Poisson-Verteilung beschrieben. Für ein helles
Ion folgt

PB(n) =
[(RB + RD)ts ]

n

n!
e−(RB+RD)ts (5.2.3)

und für ein dunkles

PD(n) =
[RDts ]

n

n!
e−(RD)ts . (5.2.4)

Tritt hingegen während des Intervalls ein Zustandswechsel auf, so ist die Wahrschein-
lichkeit dafür, n Photonen zu detektieren, eine Überlagerung von Poisson-Verteilungen.
Die resultierende Photonenverteilung ist somit [95]

X(n) =

∫ (RB+RD)ts

RDts

dλ g(λ)
λn

n!
e−λ, (5.2.5)

wobei g(λ) die Wahrscheinlichkeit für das Vorfinden der mittleren Photonenzahl λ ent-
spricht und mit dieser Gewichtung über eine Poisson-Verteilung integriert wird. Die
Wahrscheinlichkeit g(λ) ist neben der Länge des Zeitintervalls ts und den einherge-
henden Zählraten RB und RD auch von den Verweildauern der Zustände τB bzw. τD

abhängig [95]. Im Weiteren wird die resultierenden Photonen-Verteilung für ein Ion,
das von hell nach dunkel wechselt, mit XBD(n) bezeichnet und die für den umgekehr-
ten Wechsel XDB(n). Die Wahrscheinlichkeit, in einem beliebigen Zeitintervall j gerade
nj Photonen zu registrieren, ist somit entweder die eines Ions, das seinen Zustand
nicht gewechselt hat (WBBPB(nj) bzw. WDDPD(nj)) oder während des Intervalls einen
Zustandswechsel vollzogen hat (XDB(nj) bzw. XBD(nj)). Dieses lässt sich rein formal
auch als 2× 2-Matrix formulieren

Oj(nj) =

(
WBBPB(nj) XDB(nj)

XBD(nj) WDDPD(nj)

)
. (5.2.6)

Der Grund für einen solchen Ansatz der Beschreibung ist der, dass die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten sich sehr einfach gestalten lässt. Die Zuordnung einer Zeitreihe
{nj} mit k Zeitintervallen zu einem anfangs hellen oder dunklen Ion geschieht dann
mittels des Matrix-Produkts(

B
(iB)
k B

(iD)
k

D
(iB)
k D

(iD)
k

)
=

k∏
j=1

Oj(nj). (5.2.7)

Die Größen B(iB)
k ({nj}) und D(iB)

k ({nj}) bezeichnen die Wahrscheinlichkeit aller Mög-
lichkeiten, bei denen ein anfangs helles Ion (iB) am Ende der Messung hell oder dunkel
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ist. Die Größen B(iD)
k ({nj}) und D(iD)

k ({nj}) beziehen sich dabei auf ein anfangs dunkles
Ion (iD).

Zur Zuordnung der Zeitreihe zu einem Anfangszustand muss nun die Frage beant-
wortet werden, ob eine gegebene Zeitreihe wahrscheinlicher von einem anfangs hellen
oder dunklen Ion stammt. Die Wahrscheinlichkeiten hierfür sind

pB({nj}) = B
(iB)
k ({nj}) +D

(iB)
k ({nj}) (5.2.8)

bzw.

pD({nj}) = B
(iD)
k ({nj}) +D

(iD)
k ({nj}). (5.2.9)

Ist nach Auswertung der Zeitreihe pB > pD, so wird das Ion als anfangs hell registriert,
ansonsten gilt es als dunkel.

Das Produkt aus 2× 2-Matrizen, das der Auswertung zugrunde liegt, lässt sich mit
einem Computer sehr effektiv berechnen, falls die Funktionswerte der vier Wahrschein-
lichkeitsverteilungen (PB(n), PD(n), XBD(n) und XDB(n)) zuvor für alle auftretenden
Photonenzahlen nk ≥ 0 bis zu einem Maximalwert nmax berechnet und für einen schnel-
len späteren Zugriff gespeichert worden sind [98]. Hierfür notwendig ist jedoch die
unabhängige Bestimmung von experimentellen Parametern, wie der Verweildauern der
Zustände und der Zählraten für ein helles bzw. dunkles Ion. Diese sind abhängig von
der Intensität und Frequenz des Lasers sowie der Nachweiseffizienz des Detektors.

5.3. Experimentelle Ergebnisse

Im folgenden Abschnitt werden experimentelle Ergebnisse anhand eines einzelnen ge-
speicherten 171Yb+-Ions diskutiert. Die experimentellen Paremeter waren bei allen die-
sen Messungen identisch und werden hier kurz zusammengefasst. Die Polarisation des
Laserlichts war so gewählt, dass die Kühlfluoreszenz maximiert ist (vgl. den Abschnitt
E). Der Strahldurchmesser des Detektionslasers betrug 174 µm [30] und die optische
Leistung 36 µW. Die Frequenz des Lasers bei 369 nm war dabei etwa 10MHz von der Re-
sonanz des Detektionsübergangs rotverstimmt. Das statische Magnetfeld am Ort des
Ions betrug 0,334mT, was zu einer Zeeman-Aufspaltung von δB =4,67MHz führte.
Die Polarisation, die Intensität und die Frequenz des Rückpumplasers bei 935 nm war so
gewählt, dass der Rückpumpübergang deutlich gesättigt und der Detektionsübergang
somit effektiv geschlossen war. Zur Detektion der Photonen wurde ein Photomultiplier
mit angeschlossener Zählelektronik (vgl. Abschnitt 3.5) verwendet.

In den Experimenten diente der Zustand 2S1/2, F = 0 als der dunkle Zustand und
2S1/2, F = 1, mF = 0 als der helle. Die Präparation des hellen Anfangszustands erfolgte
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aus dem dunklen heraus mittels der Methode des Rapid Adiabatic Passage (RAP) [99].
Bei dieser Methode werden Frequenz und Amplitude des treibenden Mikrowellenfeldes
moduliert. Die Gesamtlänge der Manipulation betrug T =300 µs und die Frequenz
des Mikrowellensignals wurde hierbei in einem Bereich von ∆ν =300 kHz mit einer
konstanten Geschwindigkeit ∆ν/T durchgestimmt. Diese experimentellen Parameter
sind dabei analog zu vorherigen Arbeiten [99] gewählt. Die Amplitude wird bei RAP so
moduliert, dass die Einhüllende idealerweise eine Gauss-Glocke der Form

exp
(
−(t − T/2)2/(2σ2)

)
(5.3.1)

mit der Breite σ = T/(6
√

2) beschreibt. Zur Vereinfachung wurde die Einhüllende
durch 100 diskrete Stufen angenähert und am Endzeitpunkt das Mikrowellensignal ab-
geschaltet. Der Vorteil dieser Methode ist, dass sie robust gegenüber Pulsfehlern ist
und somit Zustandspräparationen mit hoher Güte erlaubt.

5.3.1. Überpumpraten und Zählraten

Die Wahrscheinlichkeiten in (5.2.8) und (5.2.9), anhand derer registrierte Zeitreihen
von Photonenzahlen einem hellen oder dunklen Ion zugeordnet werden, sind durch die
Verteilungen PB(n), PD(n), XBD(n) und XDB(n) von den Überpumpraten der Zustän-
de 1/τB bzw. 1/τD und den Zählraten RB und RD abhängig. Im Folgenden soll die
Bestimmung dieser experimentellen Parameter dargelegt werden.

Aufgrund der nicht-resonanten Anregung kann während des Beleuchtens mit De-
tektionslaserlicht ein helles Ion dunkel werden oder ein dunkles in den hellen Zustand
übergehen. Die resultierenden Lebensdauern des hellen bzw. dunklen Zustands sind hier-
bei τB bzw. τD und die Überpumprate in den dunklen entsprechend 1/τB bzw. 1/τD
in den hellen. Die Besetzungswahrscheinlichkeiten WB(t) des hellen bzw. WD(t) des
dunklen Zustands sind somit zeitabhängig und durch die Wahrscheinlichkeiterhaltung
WB(t) + WD(t) = 1 miteinander verknüpft. Die Dynamik der Besetzungswahrschein-
lichkeiten wird beschrieben durch die Überpumpraten aus dem betrachteten Zustand
heraus und der aus dem anderen in den betrachteten Zustand hinein. Es folgt das
System von Differentialgleichung [95]

ẆB(t) = −
1

τB

WB(t) +
1

τD

WD(t), (5.3.2)

ẆD(t) =
1

τB

WB(t)−
1

τD

WD(t). (5.3.3)

Aus den unterschiedlichen Anfangsbedingungen eines hellen (iB) bzw. dunklen Ions (iD)
ergeben sich die möglichen Lösungen

W
(iB)
B (t) = B + A× e−t/τ , (5.3.4)

W
(iD)
B (t) = B − B × e−t/τ , (5.3.5)
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mit der mittleren Lebensdauer τ = τBτD

τB+τD
, sowie den beiden Größen A = τD

τB+τD
und

B = 1− A. Die Besetzungswahrscheinlichkeit des hellen Zustands bestimmt die Reso-
nanzfluoreszenz (vgl. Abschnitt 5.1) und somit folgt die Zählrate für ein anfangs helles
Ion

rB(t) = RBW
(iB)
B (t) + RD. (5.3.6)

Für ein anfangs dunkles Ion folgt ganz analog

rD(t) = RBW
(iD)
B (t) + RD. (5.3.7)

Die mittlere Photonenzahl, die somit in einem Zeitintervall t0 − ∆t ≤ t ≤ t0 für ein

Abbildung 5.2.: Umpumpen eines hellen bzw. dunklen Ions. Für eine Gesamtdauer
von 10 ms wird die Fluoreszenz während Zeitintervallen von 333 µs registriert.
Für ein hell präpariertes Ion reduziert sich die Fluoreszenz von anfangs im Mittel
5 Photonen pro Zeitintervall auf etwa 1 Photon. Die Fluoreszenz eines dunklen
Ions hingegen erhöht sich. Aus einer Anpassung an die Datenpunkte ergeben sich
die Umpump- und Zählraten des hellen und dunklen Zustands. Jeder Datenpunkt
entspricht 2000 Wiederholungen.
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anfangs helles Ion registriert wird, lautet

n̄B(t0) =

∫ t

t−∆t

rB dt
′, (5.3.8)

= ∆t(RB + RD) + RBAτ
(
e∆t/τ − 1

)
e−t/τ , (5.3.9)

= a + be−t/τ (5.3.10)

und für ein zu anfangs dunkles Ion folgt

n̄D(t0) = ∆t(RB + RD)− RBτ
(
e∆t/τ − 1

)
e−t/τ , (5.3.11)

= a − ce−t/τ . (5.3.12)

Für lange Messzeiten führt also der Laser dazu, dass die Besetzungen in einen Gleich-
gewichtszustand übergehen. In diesem dynamischen Gleichgewicht ist der Wechsel von
einem hellen in einen dunklen Zustand genau so wahrscheinlich wie der umgekehrte
Prozess. Die mittlere Photonenzahl pro Zeitintervall ist dann nicht länger zeitabhän-
gig und entspricht dem Parameter a. Die mittlere Lebensdauer τ charakterisiert die
Zeitskala nach der dieses Gleichgewicht erreicht ist. Zur experimentellen Bestimmung
der Lebensdauern und Zählraten wurde ein gespeichertes 171Yb+-Ion abwechselnd im
dunklen oder hellen Zustand präpariert und anschließend die Zählereignisse des Photo-
multipliers beim Einstrahlen von Detektionslaserlicht registriert. Die Gesamtdauer der
Einzelmessung betrug 10 ms und jedes Zeitintervall, während dem die Zählereignisse
aufsummiert wurden, ist 333 µs lang. Insgesammt wurde jeder Zustand 2000 Mal prä-
pariert und die registrierten Photonenzahlen gemittelt. Das Ergebnis ist in Abbildung
5.2 dargestellt. Wie man erkennen kann, verringert sich für ein hell präpariertes Ion die
Zählrate von anfangs etwa 5 Photonen pro Intervall nach 10ms auf etwa 1 Photon
pro Intervall. Für ein dunkel präpariertes Ion steigt die Zählrate in der gleichen Zeit
hingegen von etwa 0,1 Photonen pro Intervall auf etwa 0,5 Photonen an. Aus einer
Anpassung an die Daten ergeben sich die dimensionslosen Fit-Parameter a = 0,515,
b = 4,68 und c = 0,434 und darüber hinaus die Zeitkonstante für den Übergang in das
Gleichgewicht τ =4,50ms [95].
Aus diesen Parametern ergeben sich mit Hilfe der Gleichungen (5.3.9) und (5.3.11)

die zu bestimmenden Lebensdauern und Zählraten. Die Lebensdauer des hellen Zu-
stands beim Beleuchten des Ions mit Detektionslaserlicht ist τB = 4,92 ms und für den
dunklen Zustand ist τD = 53,1 ms. Darüber hinaus ergibt sich für die mittlere Zählrate,
die der Detektor im Falle eines hellen Ions ohne einen Zustandswechsel registrieren wird
RB =16ms−1. Für ein dunkles Ion beträgt diese RD =0,3ms−1.

5.3.2. Bestimmung der Photo-Detektionseffizienz

Zur weiteren Charakterisierung des Detektionssystems wurde die Photo-Detektionsef-
fizienz, also die Wahrscheinlichkeit mit der ein einzelnes, von einem Ion emittiertes
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5. Zeitaufgelöste Zustandsdetektion

Photon, von dem Detektor nachgewiesen werden kann, experimentell bestimmt. Diese
Größe erlaubt es ebenfalls, das Potenzial möglicher Verbesserungen an dem Aufbau
abzuschätzen. Die Messmethodik hierfür beruht auf dem Verzweigungsverhältnis von
2P1/2, F = 0 in den Zustand 2D3/2, F = 1 von 0,0050 (vgl. Abbildung 5.3 (a)). Dieser
hat eine Lebensdauer von 52,7ms und unterbricht somit den Detektionsübergang. Ist
somit ein helles Ion präpariert, so emittiert es Fluoreszenzphotonen, bis es im Mittel
nach 200 Zyklen in den Zustand 2D3/2, F = 1 zerfällt. Ist das Licht des Rückpumpla-
ser nahe 935 nm unterdrückt, so verweilt das Ion in diesem Zustand außerhalb des
Detektionsübergangs und emittiert keine weiteren Fluoreszenzphotonen. Aus der Be-
obachtung, wie viele der durchschnittlich 200 emittierten Photonen registriert werden
können, ergibt sich die Nachweiswahrscheinlichkeit für ein einzelnes emittiertes Pho-
ton. Die Abbildung 5.3 (b) zeigt die Anzahl der registrierten Photonen in Abhängigkeit
von der Ankunftszeit während einer Detektionsdauer von insgesamt 3 ms. Jedes Zei-
tintervall, während dem Photonen registriert und ihre Anzahl aufsummiert wird, ist
dabei 100 µs lang. Den Messdaten liegen insgesamt 120000 Wiederholungen zugrun-
de. Für jede Wiederholung wurde entweder ein helles oder dunkles Ion präpariert und

2P1/2

2S1/2

F=0

F=1

F=0

F=1

369 nm

12,6 GHz

2D3/2

F=2

F=1

2,10 GHz

0,0050

(a)

Abbildung 5.3.: Messung der Photo-Detektionseffizienz. Die wesentlichen Über-
gänge in 171Yb+ sind in (a) dargestellt. Die dicke durchgezogene Linie entspricht
dem Detektionsübergang. Gestrichelte Linien kennzeichnen spontane Zerfälle und
gepunktete eine mögliche nicht-resonante Anregung. In (b) befindet sich die zeitauf-
gelöste Fluoreszenz eines hell präparierten Ions in Abwesenheit des Rückpumplasers.
Der Untergrund wurde bereits bereinigt. Jedes Zeitintervall entspricht einer Dauer
von 100 µs. Die Dynamik des Übergangs in einen dunklen Zustand geschieht auf
einer Zeitskala von τa=133(2) µs.
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anschließend mit Detektionslaserlicht beleuchtet. Die Detektion nachdem ein dunkles
Ion präpariert worden ist, dient der Messung des Streulichts und der Dunkelzählrate
des Detektors. Das registrierte Fluoreszenzsignal kann auf diese Weise von dem Unter-
grund bereinigt werden. Aus der Anpassung eines exponentiellen Zerfalls an die Daten
ergibt sich eine Zerfallszeit in einen dunklen Zustand von τa =133(2) µs für die gleichen
Laserparameter wie aus dem vorherigen Abschnitt.

Neben dem, der Messung zugrunde liegenden Prozess des Zerfalls nach 2D3/2, F = 1,
gibt es einen weiteren Zerfall aus dem Detektionübergang und zwar über die nichtreso-
nante Anregung nach 2P1/2, F = 1 und dem anschließenden Zerfall nach 2S1/2, F = 0

(vgl. Abbildung 5.3 (a)). Die Zeitskala hierfür wurde in dem vorherigen Abschnitt gemes-
sen und beträgt für die experimentellen Parameter des Detektionslasers τB = 4,92 ms.
Dieser zusätzliche Zerfall wird bei der weiteren Auswertung explizit berücksichtigt und
führt zu der beobachteten mittleren Lebensdauer τa = τRτB/(τR +τB). Somit lässt sich
auf die Dynamik des Zerfalls nach 2D3,2, F = 1 ohne den zusätzlichen Umpumpprozess
schließen. Die Zerfallszeit hierfür ist τR. Aus der Summation der Photonen ergibt sich,
dass im Mittel für ein hell prepariertes Ion 0,620(6) Photonen mehr als für ein dunkel
prepariertes registriert würden. Die Photo-Detektionseffizienz ergibt sich somit aus die-
sem Bruchteil von den durchschnittlich 200 emittierten Photonen zu ηdet = 0,0031(1).
Weitere Prozesse, welche die Anzahl an emittierten Photonen beeinflussen, sind der
Zerfall aus dem Zustand 2D3/2, F = 1 zurück in den Detektionsübergang oder aber
eine Rückkehr in den Detektionsübergang, nachdem ein Ion durch nicht-resonante An-
regung diesen verlassen hat. Die Zeitskala, auf welcher der erste Prozess geschieht, ist
die Lebensdauer des Zustands 2D3/2, F = 1 und beträgt 52,7ms. Der zweite Prozess
geschieht auf der Zeitskala von τD, was in dem vorherigen Abschnitt für die verwen-
deten Laserparameter gemessen worden ist. Diese beiden Prozesse sind um fast zwei
Größenordnungen langsamer als der beobachtete Zerfall τa und ihr Einfluss wurde daher
vernachlässigt.

Diese gemessene Photo-Detektionseffizienz ist geringer als die theoretische Abschät-
zung von 0,0114 [56], die sich rein aus der numerischen Apertur des Objektivs und der
Quanteneffizienz des Photomultipliers ergibt. Ein Grund hierfür liegt in den zusätz-
lichen Blenden im Strahlengang und der Schwelle, ab dem die Ausleselektronik des
Photomultipliers dem Signalpegel ein Photon zuordnet.

5.3.3. Vergleich der Detektionsmethoden

Zum Vergleich der zeitaufgelösten Detektionsmethode und der Schwellwert-Methode
wurde ein Ion abwechselnd in dem hellen oder dunklen Anfangszustand präpariert und
anschließend mit dem Detektionslaser beleuchtet. Die Messdauer betrug 3 ms und die
Länge eines Zeitintervalls 100 µs. Bei der Auswertung mittels der Schwellwert-Methode
werden die registrierten Photonen eines jeden Zeitintervalls bis zu einer beliebigen Beob-
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achtungsdauer aufsummiert. Für die Auswertung, die auf der zeitaufgelösten Beobach-
tung beruht, ergeben sich aus den Intervallen Zeitreihen. Diese Messprozedur wurde für
jeden Anfangszustand 9000 Mal wiederholt. Die Abbildung 5.4 zeigt den Detektionsfeh-
ler für den Fall, dass die Zustandsdetektion mittels der Schwellwert-Methode oder der
zeitaufgelösten Methode stattfand. Der Detektionsfehler ist dabei ε = (εbright+εdark)/2,
wobei der Fehler eines hellen Ions εbright der relativen Häufigkeit entspricht, ein hell prä-
pariertes Ion als dunkel zu detektieren. Der Fehler für ein dunkles Ion ist entsprechend
die relative Häufigkeit, ein dunkel präpariertes Ion als hell zu detektieren. Zusätzlich zu
den Messergebnisse wurden von Frau Dr. Wölk Berechnungen durchgeführt, in denen
sie das oben beschriebene Experiment simuliert [95]. Es zeigt sich, dass die zeitaufgelös-

Abbildung 5.4.: Vergleich der Schwellwert-Methode und der zeitaufgelösten Detek-
tionsmethode. Ein Ion wird entweder in dem hellen oder dunklen Zustand präpariert
und anschließend die Detektionsfluoreszenz gemessen. Für beide Methoden wird
der Detektionsfehler ε für unterschiedliche Beobachtungsdauern bestimmt. Jeder
Datenpunkt entspricht 9000 Wiederholungen. Darüber hinaus wurde der Detekti-
onsvorgang von Frau Dr. Wölk mittels Simulationen untersucht und die Ergebnisse
ebenfalls dargestellt.
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te Methode des Zustandsnachweises einen minimalen experimentellen Detektionsfehler
von εtime = 2,24% ergibt. Dieser ist kleiner als der minimale Fehler εthres = 2,67% aus
Anwendung der Schwellwert-Methode. Darüber hinaus ist bemerkenswert, dass es für
die Schwellwert-Methode eine optimale Messdauer gibt. Für kürzere Messzeiten sind die
beiden Poisson-Verteilungen der Fluoreszenz und des Untergrunds nicht genügend gut
voneinander getrennt und für zu lange Messzeiten führen Zustandswechsel zu einer feh-
lerhaften Detektion. Die zeitaufgelöste Methode hingegen ist in der Lage die störenden
Zustandswechsel zu erkennen. Aus diesem Grund wird der Detektionsfehler für längere
Messdauern nicht wieder schlechter. Die Simulationen spiegeln dieses Verhalten gut wi-
der, jedoch sind die optimalen Detektionsfehler etwas geringer. Der Grund hierfür kann
einerseits eine Instabilität der Laserleistung und Frequenz sein, andererseits aber auch
mögliche Präparationsfehler der Anfangszustände. Insofern stellt die Abweichung eine
obere Abschätzung der Präparationseffizienz von 0,9975 dar. Darüber hinaus zeigen
weitere Simulationsrechnungen von Frau Dr. S. Wölk, dass der resultierende Detekti-
onsfehler für eine optische Leistung des Detektionslasers bei 369 nm von etwa 36 µW
minimal ist [100].

Wie eingangs erwähnt, handelt es sich bei der untersuchten zeitaufgelösten Detekti-
onsmethode um eine Erweiterung bzw. Verallgemeinerung einer bestehenden Methode,
die jedoch nur einen einzelnen Zustandswechsel berücksichtigt. Der Vergleich der be-
stehenden [86] und der verallgemeinerten Methode [95] geschah anhand der obigen
experimentellen Messdaten. Hierbei ergab sich für die bestehende Methode ein mini-
maler Detektionsfehler von εsimple = 2,34%, der um 0,10% höher ist als der für die
verallgemeinerte Methode. Die Signifikanz dieses Unterschiedes wurde anhand von Si-
mulationen bestätigt (siehe [95] für weitere Diskussionen).

Die obigen Resultate basieren auf den verwendeten experimentellen Parametern. Für
eine höhere Detektionseffizienz η können die Detektionsfehler weiter verringert werden.
So wurde für 171Yb+ ein Detektionsfehler von 0,085(7) % während einer Messdauer von
99,8 µs berichtet [101]. In so fern scheint die Verwendung eines Abbildungssystems mit
einer größeren numerischen Apertur von Vorteil zu sein, jedoch lässt sich die entwickelte
zeitaufgelöste Methode weiterhin anwenden und wird in jedem Fall zu einer weiteren
Verbesserung der Resultate führen.
Die Untersuchung der zeitaufgelösten Detektionsmethode beschränkte sich auf die

Verwendung eines Photomultipliers. Sollen die Zustände mehrerer Ionen mittels der
Methode ausgelesen werden, so bietet sich hierfür eine EMCCD-Kamera an. Diese
erlaubt die ortaufgelöste Beobachtung der Fluoreszenz und somit können die Photonen
eines jeden einzelnen Ions registriert und die sich ergebenden Zeitreihen ausgewertet
werden. Ein praktisches Problem, das sich bei der verwendeten EMCCD-Kamera stellt,
ist die begrenzte Geschwindigkeit der Datennahme. Mit den verwendeten Einstellungen
ist es nicht möglich, die Kamera hinreichend schnell auszulesen. Eine Möglichkeit dieses
Problem zu lösen besteht darin, die Kamera in dem sogenannnten Cropped Sensor Mode
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zu betreiben [87]. Hierbei werden die Ionen auf nur eine Pixelreihe abgebildet. Nach der
Belichtung wird die Information der Pixelreihe in die nächste Reihe geschoben und eine
erneute Belichtung kann erfolgen. Dieser Betriebsmodus scheint geeignet zu sein, um
hinreichend schnelle Belichtungszeiten zu ermöglichen. Jedoch ist es für diesen Betrieb
notwendig, alle Pixel bis auf die gewünschte Reihe, auf welche die Ionen abgebildet
werden, zu maskieren. Eine solche spezielle Maske ist kommerziell erhältlich und muss
in der Nähe des CCD-Chips montiert werden, was mit umfangreicheren Änderungen
an dem Detektionsystem verbunden ist. Darüber hinaus war bei den im Rahmen dieser
Arbeit durchgeführten Experimenten der Auslesefehler nicht der limitierende Faktor.
Aus diesen Gründen wurde bisher auf eine Erweiterung der Detektion verzichtet.
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Adressierung mit

Mikrowellenstrahlung

Die genaue Kontrolle eines Quantensystems ist eine wesentliche Bedingung für die
Realisierung von Quanteninformationsverarbeitung und somit auch eines Quantencom-
puters. Der Grad an Kontrolle über einzelne Qubits, welche mittels gespeicherter Ionen
realisiert werden, ist weit fortgeschritten, jedoch bleibt die Vergrößerung dieser Systeme
auf viele Qubits eine Herausforderung. Falls die Fehler einzelner Logik-Gatter klein ge-
nug sind, können Protokolle zur Quantenfehlerkorrektur angewandt werden und somit
fehlertolerante und skalierbare Quanteninformationsverarbeitung (fault-tolerant large
scale quantum computing) erlauben [21; 22]. Ein solcher Schwellwert für die Fehler
liegt in der Größenordnung 10−4 [22; 23], der für einzelne Ionen und Manipulation
mit Mikrowellenstrahlung bereits erreicht worden ist [25; 26]. Für größere Register
mit mehreren Qubits führt jedoch die Manipulation eines einzelnen Qubits immer auch
zwangsläufig zur Änderung des Zustandes aller anderen Qubits im Register. Dieses
sogenannte Übersprechen kann die Güte der Manipulation verringern und somit die
Anwendung von Fehlerkorrekturprotokollen verhindern.

Für die Adressierung eines einzelnen Qubits in einem Register existieren unterschied-
liche Methoden. Die gezielte Ausnutzung der Mikrobewegung in Paul-Fallen erlaubt die
Manipulation unterschiedlicher Ionen mit verschiedenen Rabi-Frequenzen [102; 103].
Fokussierte Laserstrahlen werden verwendet, um einzelne Ionen zu adressieren [104;
71]. Darüber hinaus ist eine Methode vorgeschlagen worden, wie bei solchen Ansätzen
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6. Adressierung mit Mikrowellenstrahlung

das Übersprechen weiter veringert werden kann [105]. Statische Magnetfeldgradienten
[24], die zu ortsabhängigen Zeeman-Aufspaltungen führen, werden für die Adressierung
einzelner Ionen [106; 28] bzw. von Neutralatomen [107] genutzt. Zu dem gleichen
Zweck wurde die Ausnutzung einer positionsabhängigen Lichtverschiebung vorgeschla-
gen [108] und demonstriert [109]. Ebenfall ist die Adressierung einzelner Ionen basie-
rend auf einem positionsabhängigen differentiellen AC-Zeeman-Effekt gezeigt worden
[102]. Ein inhomogenes oszillierendes Feld, das die spektrale Aufspaltung von bekleide-
ten Zuständen (dressed states) erlaubt, fand auch Verwendung [110]. Darüber hinaus
ist ebenfalls die Adressierung von Neutralatomen in einem optischen Gitter mit zusätz-
lichen Laser- und Mikrowellenfeldern möglich [111].

Für alle diese Methoden ist der Fehler durch Übersprechen größer als der Schwell-
wert für Fehlerkorrekturen oder aber der Ansatz konnte nicht auf mehr als zwei Qubits
erweitert werden. In dem folgenden Kapitel wird ein Quantenregister mit acht Qubits
- ein Quantenbyte - vorgestellt, in welchem der Fehler durch Übersprechen auf der
Größenordnung von 10−5 realisiert werden konnte und somit unterhalb der Schwelle für
die Anwendung von Fehlerkorrekturen liegt. Das Übersprechen wird hierbei anhand ei-
nes π-Pulses bzw. NOT-Gatters charakterisiert. Am Ende des Kapitels wird der Fehler
durch Übersprechen auch für andere Logik-Gatter diskutiert. Die wesentlichen Ergeb-
nisse dieses Kapitels und ihre Einordnung in den Kontext der Quanteninformationsver-
arbeitung mit gespeicherten Ionen ist in [112] publiziert. Nach Veröffentlichung dieser
Ergebnisse wurde von laserbasierter Adressierung mit einem Fehler von Übersprechen
von weniger als 3× 10−4 berichtet [113]. Die Adressierung basiert hierbei auf der Ver-
wendung von mikroelektromechanischen Spiegeln.

6.1. Adressierung mit Mikrowellen

Die Adressierung einzelner Ionen mittels Mikrowellenstrahlung, wie sie im Weiteren
erörtert wird, basiert auf der Verwendung eines stationären und homogenen Magnet-
feldgradienten (vgl. Abschnitte 2.5 und 3.1). In der Hyperfeinaufspaltung des Grund-
zustands eines Ions lässt sich ein Qubit mit den Zuständen |0〉 ≡ |2S1/2, F = 0〉
und |1〉 ≡ |2S1/2, F = 1, mF = 1〉 realisieren. Das inhomogene Magnetfeld führt auf-
grund des (linearen) Zeeman-Effekts zu einer unterschiedlichen Hyperfeinaufspaltung
der einzelnen Ionen (vgl. Gleichung (2.5.8)) und somit zur Adressierbarkeit der einzel-
nen Qubits im Frequenzraum.

Die Resonanzfrequenzen der einzelnen Qubit-Übergänge eines Quantenbytes, wel-
ches mittels acht Ionen realisiert wird (vgl. Abbildung 6.1 (a)), können präzise mittels
kohärenter mikrowellen-optischer Doppelresonanz-Spektroskopie (vgl. Abschnitt 4.4)
bestimmt werden. Nach der Präparation des Registers in |00000000〉 werden Mikrowel-
lenpulse mit einer Pulslänge von 10 µs und einer variablen Frequenz auf alle in der Falle
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Abbildung 6.1.: Adressierung eines einzelnen Qubits in einem Quantenbyte. (a)
Ortsaufgelöste Resonanzfluoreszenz von acht in der Paul-Falle gespeicherten Ionen,
wie sie mittels EMCCD-Kamera detektiert wird. Die mikrowellen-optische Doppel-
resonanz-Spektroskopie erlaubt die Bestimmung der Resonanzfrequenz einzelner
Ionen. Hierbei ist es beispielsweise möglich, nur das erste Ion anzuregen (b) und
das zweite unbeeinflusst zu lassen (c). Darüber hinaus werden für den Resonanzfall
des ersten Ions nur bei diesem Rabi-Oszillationen beobachtet (d). Alle anderen blei-
ben unbeeinflusst (e). In jeder Abbildung sind zwei Datenpunkte mit Fehlerbalken,
die den typischen statistischen Fehler mittels der Standardabweichung beschreiben,
dargestellt. Jeder Datenpunkt entspricht 50 Wiederholungen.
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6. Adressierung mit Mikrowellenstrahlung

gespeicherten Ionen eingestrahlt. Danach werden alle Ionen mit Detektionslaserlicht
beschienen und die Resonanzfluoreszenz mittels der EMCCD-Kamera ortsaufgelöst de-
tektiert. Die relative Häufigkeit, wie oft ein bestimmtes Ion im Zustand |1〉 gefunden
wird, ergibt sich aus der Wiederholung dieser Sequenz von Mikrowellen- und Laserlicht-
pulsen für eine bestimmte Mikrowellenfrequenz (vgl. Abb. 6.1 (b) und (c)). Somit lässt
sich aus der Beobachtung der Anregung eines Ions auf die Adressierungsfrequenz des
Qubits schließen. Die gewählte Dauer der Mikrowellenpulse stimmt hierbei nicht exakt
mit der Dauer eines π-Pulses überein. Zusammen mit dem vorhandenen Auslesefeh-
ler führt dies dazu, dass die beobachtete Anregungswahrscheinlichkeit in Abb. 6.1 (b)
unter eins liegt.

Um nun auch die kohärente Dynamik der einzelnen Qubits nachzuweisen, werden die
Mikrowellenpulse jeweils auf die Resonanzfrequenz des gewünschten Qubit-Übergangs
abgestimmt und die Dauer der Pulse variiert. Aus der beobachteten Anregungswahr-
scheinlichkeit lassen sich nun Rabi-Oszillationen des gewünschten Qubits beobachten
(vgl. Abschnitt 4.5). Alle anderen Qubits bleiben hingegen nahezu unbeeinflusst. Zur
Vereinfachung ist in der Abbildung 6.1 (c) und (e) nur die verschwindende Anregung
des benachbarten Ions dargestellt. Für die anderen Ion wurde dieses ebenfalls überprüft.
Die Tabelle 6.1 enthält eine Zusammenfassung der Adressierungsfrequenzen und der
zugehörigen Rabi-Frequenzen aller acht Qubits des Quantenbytes. Wie aus der Tabelle
ersichtlich ist, beträgt der Abstand der einzelnen Qubits im Frequenzraum einige Mega-
hertz und ist somit weitaus größer als die Rabi-Frequenz von weniger als 2π× 55 kHz,
mit der die einzelnen Qubits manipuliert werden können. Ein Übersprechen rührt da-

Tabelle 6.1.: Adressierung eines Quantenbytes. Die Ergebnisse beruhen auf Mes-
sungen mittels kohärenter mikrowellen-optischer Doppelresonanz-Spektroskopie.
Die unterschiedlichen Rabi-Frequenzen rühren von der Charakteristik des verwende-
ten Mikrowellenaufbaus her. Dieser zeigt eine Frequenzabhängigkeit der Ausgangs-
leistung.

Ion Resonanzfrequenz Rabi-Frequenz
i νi/2π (GHz) Ω/2π (kHz)
1 12,648298(3) 54,1(5)
2 12,650634(3) 46,7(6)
3 12,652658(4) 43,5(6)
4 12,654523(4) 40,0(7)
5 12,656375(9) 38,2(12)
6 12,658282(9) 34,4(6)
7 12,660302(9) 30,7(8)
8 12,662694(11) 28,5(8)
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her von der nicht-resonanten Anregung weit verstimmter Mikrowellenpulse her, die im
nächsten Abschnitt näher diskutiert wird.

6.2. Nicht-resonante Anregung

6.2.1. Effekt von weit verstimmten Mikrowellenpulsen

Das Übersprechen in dem dargelegten Adressierungsschema wird dominiert von dem
Effekt weitverstimmter kohärenter elektromagnetischer Strahlung. Während ein Qubit
i mittels Mikrowellenstrahlung der Frequenz ωµw = ωi resonant adressiert wird, werden
die anderen Qubits j 6= i von nicht-resonanter Strahlung der Frequenz ωj + ∆i ,j beein-
flusst (∆i ,j = ωi − ωj). Von Interesse ist nun die unbeabsichtigte Dynamik der Qubits
j während ein Qubit i adressiert wird.

Die Dynamik eines einzelnen Qubits unter dem Einfluss von kohärenter Mikrowellen-
strahlung wird in dem Abschnitt 2.6 diskutiert. Die Zeitentwicklung entspricht einer
Drehung des Zustandsvektor im Bild der Bloch-Kugel. Die Komponente der Drehach-
se in der xy -Ebenen der Bloch-Kugel ist dabei n⊥ = Ωi/ΩR und die Komponente
entlang der z-Achse ist nz = ∆i ,j/ΩR. Hierbei bezeichnet ΩR die verallgemeinerte Ra-
bi-Frequenz, Ωi die Rabi-Frequenz für den Resonanzfall und ∆i ,j die Verstimmung des
Pulses. Die Drehung erfolgt dabei mit einer Winkelgeschwindigkeit, die der verallgemei-
nerten Rabi-Frequenz entspricht. Für eine große Verstimmung |∆i ,j | � Ω2

i kann die
Dynamik in der Bloch-Kugel-Darstellung durch eine schnelle Drehung um eine Achse,
die nahezu parallel zur z-Achse steht, beschrieben werden.

Die Abbildung 6.2 veranschaulicht exemplarisch die Dynamik in einer Kette von fünf
Ionen. Das mittlere Ion wird resonant mit elektromagnetischer Strahlung adressiert und
der Zustandsvektor rotiert um eine Achse in der xy -Ebene der Bloch-Kugel. Für die
anderen Ionen ist diese Strahlung verstimmt. Ihre Dynamik in einem Bezugssystem,
das mit der Mikrowellenfrequenz rotiert, besteht aus einer schnellen Rotation des Zu-
standsvektor. Der Zustandsvektor beschreibt dabei einen Kegel, dessen Öffnungswinkel
mit steigender Verstimmung immer kleiner wird. In einem Quantenregister, in dem alle
Qubits in ihrem Grundzustand |0〉 präpariert worden sind, führt die Adressierung eines
einzelnen Qubits i für die Pulsdauer τ somit auch zu einer Anregung aller anderen
Qubits j 6= i . Der hervorgerufenen Fehler bzw. die unbeabsichtigte Anregung pro Puls
ist

Ci ,j = |〈1|Rn(θ)|0〉|2, (6.2.1)

= (Ωi/ΩR)2 sin2(ΩRτ/2) .

Für sehr weit verstimmte Pulse gilt |∆| � Ω und somit folgt in guter Näherung über
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Abbildung 6.2.: Illustration der Dynamik bei Adressierung von gespeicherten Ionen
in einem Magntefeldgradienten. Jedes Ion wird durch eine Bloch-Kugel dargestellt
und zur Vereinfachung sind sie äquidistant angeordnet, was für ein harmonisches
Fallenpotenzial nicht zutrifft. Die Rotation der Zustandsvektoren (blau) geschieht
dabei um eine Drehachse (rot), die von der relativen Phase, der Rabi-Frequenz
und der Verstimmung des Feldes abhängt. Die Länge der Drehachse ist proportio-
nal zu der verallgemeinerten Rabi-Frequenz. Zur besseren Anschauung beträgt der
Abstand der Resonanzfrequenzen in der Illustration die doppelte Rabi-Frequenz. In
den beschriebenen Experimenten beträgt diese Aufspaltung jedoch typischerweise
die einhundertfache Rabi-Frequenz, weshalb alle Drehachsen nahezu vertikal ver-
laufen und nur die des adressierten Ions in der xy -Ebenen liegt. Auf den Zeitskalen
der Rabi-Oszillationen kann die Spin-Spin-Kopplung vernachlässigt werden.

ΩR = |∆|

Ci ,j ≈ (Ωj/∆i ,j)
2 sin2(∆i ,jτ) . (6.2.2)

Die maximale unbeabsichtigte Anregungswahrscheinlichkeit aus nicht-resonanter Anre-
gung eines einzelnen Pulses ist somit (Ωi/∆i ,j)

2. Die obige Gleichung (6.2.2) beschreibt
in gleichem Maße die Abweichung aus dem Anfangszustand |0〉 oder |1〉 des Qubits j .

Für den Fall, dass sich das Qubit j in einem Superpositionszustand befindet, offen-
bart sich der Effekt aus nicht-resonanter Anregung in einem Ramsey-Experiment (vgl.

96



6.2. Nicht-resonante Anregung

Abschnitt 4.6). Nach der Präparation in |0〉 wird das Qubit j mittels eines resonanten
π/2-Pulses in den Superpositionszustand überführt. Die Adressierung von Qubit i än-
dert nun den Zustand des Qubits j . Würde Qubit j nicht von dem Puls beeinflusst,
so würde ein zweiter resonanter π/2-Puls die Besetzungswahrscheinlichkeit nach |1〉
überführen. Die Abweichung von der Besetzungswahrscheinlichkeit in |1〉 wird ebenfalls
von der Gleichung (6.2.2) beschrieben.

Neben der quantitativen Beschreibung gibt es auch zwei Zugänge, um den Effekt aus
nicht-resonanter Anregung qualitativ zu beschreiben. Für die Pulsdauer τ = 2π/∆i ,j

wird der Zustandsvektor von Qubit j im Bild der Bloch-Kugel gerade um einen Winkel
von 2π gedreht und die Anregungswahrscheinlichkeit des Qubits bleibt somit unverän-
dert. Den selben Effekt kann man auch im Frequenzraum diskutieren. Die Frequenz-
komponente des Pulses bei der Resonanzfrequenz des Qubits j ergibt sich aus der
Fourier-Transformation des Rechteckpulses sinc(∆τ/2π) (z. B. [114]), mit der Ver-
stimmung ∆ und Pulsdauer τ . Zu einer gegebenen Verstimmung gibt es also immer
Pulsdauern, für welche diese Frequenzkomponente verschwindet. Somit ändert sich in
diesem Fall der Zustand des Qubits j nicht. Für andere Pulsdauern gibt es eine nicht-ver-
schwindende Frequenzkomponente bzw. einen effektiven Drehwinkel und dieses führt
zu einer Änderung des Qubit-Zustands. Man kann sich diese Periodizität bei der Ent-
wicklung von speziell optimierten Quantenregistern zunutze machen (vgl. Abschnitt
6.5). Die Fidelity des Zustands von Qubit j , bezogen auf den Anfangszustand |0〉, nach
der Manipulation von Qubit i ist Fi ,j = 1− Ci ,j (vgl. Abschnitt 4.7).

6.2.2. Benchmarking-Protokoll

Ziel der weiteren Untersuchung ist es, den Fehler durch Übersprechen innerhalb eines
Quantenregisters zu bestimmen. Für die typischen experimentellen Parameter (Ω =

2π×20 kHz und ∆i ,i+1 = 2π×2MHz) ist die nicht-resonante Anregung auf der Grö-
ßenordnung von 10−5. Dieses ist viel kleiner als die typischen Fehler aus Zustandsprä-
paration und der Detektion. Aus diesem Grund werden die geringen Anregungswahr-
scheinlichkeiten mittels einer Benchmarking-Methode, die auf der Methode des Ran-
domized Benchmarking [89] beruht, präzise vermessen. Anstatt also den Fehler aus
Übersprechen nach der Ausführung eines einzelnen Logik-Gatters zu bestimmen, wer-
den Sequenzen von mehreren Gattern ausgeführt und die Zunahme des Gesamtfehlers
beobachtet. Der daraus resultierende Zerfall der Zustandsgüte erlaubt daraufhin den
Rückschluss auf den mittleren Fehler, der durch ein einzelnes Gatter hervorgerufen
wird. Das verwendete Benchmarking-Protokoll ist im folgenden kurz zusammengefasst
und im Anhang F motiviert.

Zuerst wird das Register in einem gewünschten Zustand initialisiert. Für die Charak-
terisierung des Quantenbytes ist dieses beispielsweise der Grundzustand |00000000〉.
Danach wird eine Sequenz von N (bis zu N = 3000) vielen Pulsen mit der Pulsdauer
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τ , der Verstimmung ∆ und einer Leistung, die einer Rabi-Frequenz Ω entspricht, ein-
gestrahlt. Die Phasenlage eines jeden einzelnen Pulses ist dabei zufällig aus der Menge
{0, π/2, π, 3π/2} gewählt. Nach dem Ende der Sequenz wird das gesamte Register
ausgelesen und die Fidelity eines jeden Qubits bestimmt (vgl. Abschnitt 4.7). Da die
meisten Ereignisse Dunkelereignisse sind, wurde der Schwellwert der Detektion (vgl.
Abschnitt 4.3) zuvor unabhängig aus Rabi-Oszillationen (vgl. Abschnitt 4.5) auf dem
Übergang |0〉 ↔ |0′〉 aller Ionen bestimmt und die Detektion somit kalibriert. Diese
experimentellen Schritte werden wiederholt, wobei für jede Sequenz die Phasen der ein-
zelnen Pulse erneut zufällig gewählt werden. Das Tastverhältnis der Sequenz ist dabei
50%, was bedeutet, dass nach einem Rechteckpuls immer eine Pause von der Dauer
einer Pulslänge folgt.

Dieses Benchmarking-Protokol führt dazu, dass der Zustand eines nicht-adressierten
Qubits aufgrund von Übersprechen bzw. nicht-resonanter Anregung auf seiner Bloch-
Kugel diffundiert (vgl. Anhang F). Die mittlere Fidelity von Qubit j für den Fall, dass
Qubit i mit N Pulsen adressiert wird ist

〈Fi ,j(N)〉 =
1

2
(1 + e−2Ci ,jN). (6.2.3)

Der mittlere Fehler aus nicht-resonanter Anregung pro Gatter Ci ,j wird aus der Messung
des Zerfalls von 〈Fi ,j(N)〉 bestimmt.
Die gemessene Fidelity ist jedoch auch für verschwindende Pulszahl (N = 0) wegen

Präparations- und vor allem Detektionsfehlern (vgl. Abschnitt 4.3) kleiner eins. Aus
diesem Grund erfolgt die Anpassung an die Daten mit dem Modell

f (p0, p1, N) =
1

2
(1 + (2p0 − 1)e−2/p1N). (6.2.4)

Der Parameter p0 < 1 beschreibt diese Effekte und der Parameter p1 = 2/Ci ,j ergibt
den mittleren Fehler pro Gatter.

Für die Messung des Übersprechens wird die Sequenzlänge N variiert und somit der
Fehler gemessen. Darüber hinaus ist es jedoch auch möglich, für eine feste Sequenzlän-
ge N die experimentellen Parameter, wie zum Beispiel die Pulsdauer, zu ändern, um sie
beispielsweise auf Dauer eines π-Pulses anzupassen. Die erwartete mittlere Fidelity der
nicht-adressierten Qubits ist dann ebenfalls beschrieben durch die Gleichungen (6.2.3)
und (6.2.2).

Für die Untersuchung von Superpositionszuständen wird nach der Hälfte der Bench-
marking-Sequenz ein resonanter Spin-Echo-Puls (vgl. Kapitel 7) an das zu untersu-
chende Qubit adressiert. Dieser Puls korrigiert den möglichen Effekt aus einer unbeab-
sichtigten Präzession um die z-Achse, die aus einer fehlerhaften Präparation des Su-
perpositionszustands, aufgrund falsch bestimmter Adressierfrequenzen oder einer Drift
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dieser resultiert. Darüber hinaus kompensiert dieser Puls auch den Effekt aus Mikro-
wellen-Lichtverschiebung, weshalb dieser Effekt in Abschnitt 6.6 unabhängig gemessen
wird.

Im Gegensatz zu dem Benchmarking-Protokoll in [89; 115] wird das hier verwendete
nicht von fehlerhaften Einzel-Qubit-Gatter negativ beeinflusst, was das Messen des
Übersprechens verhindern würde. Darüber hinaus erlaubt das Protokoll, falls es auf
ein Mehr-Qubit-Quantenregister angewandt wird, das Übersprechen auf alle anderen
Qubits im Register gleichzeitig zu messen.

6.3. Experimentell simuliertes Übersprechen

Bevor das Übersprechen in einem Quantenbyte genau charakterisiert wird, behandelt
der folgende Abschnitt die experimentelle Untersuchung von nicht-resonanter Anregung
an einem einzelnen Ion.

Mittels des entwickelten Benchmarking-Protokolls wird die Gültigkeit des theoreti-
schen Modells (vgl. Gleichung (6.2.3) und (6.2.2)) bestätigt. Dieses erlaubt es, den
Fehler, den ein einzelner weit verstimmter Mikrowellenpuls hervorruft, als Funktion von
experimentellen Parametern, wie der Verstimmung, der Leistung und der Dauer eines
Mikrowellenpulses vorherzusagen.

Zu diesem Zweck dienen hier die (in erster Ordnung) magnetfeldunabhängige Hy-
perfein-Zustände |0〉 und |0′〉 ≡ |2S1/2, F = 1, mF = 0〉 eines einzelnen Ions als Qubit
(siehe Abschnitt 2.2). Der Vorteil liegt darin, dass dieser Übergang eine lange Kohärenz-
zeit aufweist und im Gegensatz zu den magnetfeldabhängigen Qubit-Übergängen keine
deutliche Drift zeigt. Die verwendeten Pulssequenzen führen zu Manipulationsdauern
von mehr als 100ms. Für ein Qubit in der magnetfeldabhängigen Basis wäre es somit
unmöglich kohärente Superpositionszustände zu untersuchen, da diese viel schneller
dephasieren [70].

Die Mikrowellenpulse, welche den gewählten Übergang treiben sollen, sind um ∆π =

2π×2MHz vom gewählten Qubit-Übergang verstimmt. Eine solche Verstimmung ist
typisch für das Quantenbyte (vgl. Tabelle 6.1). Die Leistung der Pulse entspricht einer
Rabi-Frequenz von 2π×60,8(5) kHz und die Pulsdauer, im Bereich von 7,5 µs bis 8,5 µs,
ist so gewählt, dass sie im Resonanzfall in etwa einem π-Puls entsprechen würde.
Die nicht-resonante Anregung der Hyperfein-Zustände |2S1/2, F = 1, mF = ±1〉 ist
bei den folgenden Untersuchungen vernachlässigbar, da das gewählte statische und
homogene Magnetfeld von 0,857 mT dazu führt, dass die Pulse um ∆σ+ = −2π × 10

MHz und ∆σ− = 2π × 14 MHz zu den magnetischen σ-Übergängen verstimmt sind.
Diese Verstimmung ist somit mehr als fünf Mal größer als die zu dem magnetischen
π-Übergang, der das zu untersuchende Qubit darstellt.

Die Untersuchung der nicht-resonanten Anregung erfolgt mittels des entwickelten
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Abbildung 6.3.: Charakteristika von nicht-resonanter Anregung. (a) Die Zustands-
Fidelity nach Anwendung einer Benchmarking-Sequenz mit N = 1000 Pulsen von
variabler Pulslänge zeigt ein periodisches Verhalten mit deutlichen Extrema. Das
Verhalten von zwei unterschiedlichen Anfangszuständen wurde dabei untersucht. In
(b) ist die Fidelity des Zustands |0〉, wie sie als Funktion der Sequenzlänge zerfällt,
dargestellt. Die Zerfallskonstante hängt dabei von der Pulsdauer ab und erlaubt
Rückschlüsse auf den Fehler pro Einzelpuls. (c) Wie in (b), aber angewandt auf den
Superpositionszustand. Linien repräsentieren die Erwartung des Modells für jeweils
drei verschiedene Pulsdauern. Jeder Datenpunkt entspricht 1000 Wiederholungen
des Experiments und Fehlerbalken entsprechen der Standardabweichung.

Benchmarking-Protokolls, welches sowohl auf den Energieeigenzustand |0〉, als auch
auf den Superpositionszustand 1/

√
2(|0〉 + i |1〉) angewandt wird. Zuerst werden Se-

quenzen mit N = 1000 verstimmten Pulsen eingestrahlt. Die Länge aller Pulse in einer
Sequenz wird dabei variiert. Die resultierende Zustands-Fidelity in Abbildung 6.3 (a)
zeigt das periodische Verhalten, welches von den Gleichungen (6.2.3) und (6.2.2) vor-
hergesagt wird. Die Maxima der Fidelity erscheinen für Pulsdauern von 7,55 µs und
8,05 µs. Die Pulslängen der Maxima entsprechen dabei genau den Längen, bei denen
(im Bild der Bloch-Kugel) der Zustandsvektor des Qubits auf einem Kleinkreis exakt
um ein Vielfaches von 2π gedreht wird und somit effektiv unverändert bleibt (bis auf
einen Phasenfaktor exp(iπ)). Da die verallgemeinerte Rabi-Frequenz in etwa der Ver-
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6.4. Gemessenes Übersprechen in einem Quantenbyte

stimmung entspricht, folgt für die beiden Maxima, dass der Zustandsvektor um Winkel
von ∆ τ = 30π bzw. 32π gedreht wird. Im Gegensatz zu den Maxima wird der Zu-
standsvektor bei den beobachteten Minima bei Pulslängen von 7,8 µs und 8,3 µs um
ungerade Vielfache von π gedreht und somit maximal ausgelenkt. Für diese beiden
Pulslängen beträgt der Winkel 31π bzw. 33π.

Bei der Untersuchung des Superpositionszustands zeigt sich, dass dieser weniger
stark von nicht-resonanter Anregung beeinflusst wird und der mittlere Fehler pro Gat-
ter um einen Faktor

√
1/2 kleiner ist. Dieses liegt daran, dass während des Bench-

marking-Protokolls auch Mikrowellenpulse mit einer Phasenlage entlang der y -Achse
eingestrahlt werden. Der gewählte Superpositionzustand ist ein y -Eigenzustand und
wird daher weniger stark von einem Puls beeinflusst, der y -Komponenten hat. Hier
offenbart sich somit experimentell, dass das Übersprechen in einem Quantenregister im
Allgemeinen nicht nur von den Eigenschaften der Mikrowellenpulse abhängt, sondern
auch von dem Zustand, in dem sich das Register befindet.

Darüber hinaus wird die Rate, mit welcher die Zustands-Fidelity während der Bench-
marking-Sequenzen zerfällt, für zwei unterschiedliche Zustände untersucht. Hierbei wird
nun für eine konstante Pulsdauer die Länge der Pulssequenz, also die Anzahl der Gatter
N variiert. Die Abbildungen 6.3 (b) und (c) zeigen sowohl den gemessenen Zerfall der
Zustands-Fidelity des untersuchten Qubits, als auch die Vorhersage basierend auf den
Gleichungen (6.2.3) und (6.2.2) für die drei untersuchten Pulsdauern. Die näher un-
tersuchten Pulsdauern entsprechen hierbei denen, für welche die Extrema der Fidelity
beobachtet werden können und einer Pulsdauer genau dazwischen. Für die Pulsdauer,
die einer Drehung um 33π entspricht, zerfällt die Zustands-Fidelity am schnellsten, wo-
hingegen sie für Drehungen um 32π am längsten erhalten bleibt. Das Modell (Gleichun-
gen (6.2.3) und (6.2.2) ) sagt eine durchschnittliche Änderung der Zustands-Fidelity
pro Einzelpuls von 1,06 × 10−3 (Pulsdauer von 8,300 µs), 5,3 × 10−4 (Pulsdauer von
8,175 µs) und 1,8× 10−4 (Pulsdauer 8,050 µs) vorher, falls das Qubit anfänglich in |0〉
initialisiert worden ist. Diese Vorhersagen sind in gutem Einklang mit den Messdaten
aus Abbildung 6.3. Für den Superpositionszustand (siehe Abbildung 6.3 (c)) ist die
Änderung der Zustands-Fidelity pro Puls ebenfalls um einen Faktor von

√
2 geringer

als für den Energieeigenzustand.

6.4. Gemessenes Übersprechen in einem Quantenbyte

Im folgenden Abschnitt wird die Bestimmung des Übersprechens in einem Quanten-
byte beschrieben. Als Qubit-Zustände dienen die magnetfeldabhängigen Niveaus |0〉 ≡
|2S1/2, F = 0〉 und |1〉 ≡ |2S1/2, F = 1, mF = −1〉 eines jeden Ions. Der untersuchte An-
fangszustand des Quantenregisters ist der Grundzustand |00000000〉. Wie zuvor findet
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6. Adressierung mit Mikrowellenstrahlung

hierzu das entwickelte Benchmarking-Protokoll Anwendung. Die Frequenz der Mikro-
wellenpulse wird dabei so abgestimmt, dass eines der Qubits im Quantenbyte resonant
adressiert wird. Die Leistung der Pulse wird jeweils so gewählt, dass er das adressierte
Qubit mit einer Rabi-Frequenz von 2π× 20 kHz manipuliert. Die gewählte Pulsdau-
er von 25 µs entspricht dann der Dauer eines π-Pulses auf dem adressierten Qubit,
wodurch ein NOT-Gatter realisiert wird. Entsprechend des Benchmarking-Protokolls
werden die Phasen der einzelnen Pulse zufällig gewählt und die Länge der Sequenz
variiert (250 bis zu 1250 Pulse). Eine wesentlich längere Sequenz ist experimentell
nicht möglich, da sich der eindimensionale Ionenkristall sonst zu sehr aufheizt und zu
schmelzen beginnt.
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Abbildung 6.4.: Exemplarische Darstellung des Effekt von Übersprechen im unter-
suchten Quantenbyte. Das Qubit 5 wird adressiert und der Zerfall der Zustands-
güte des benachbarten Qubits 4 (a) und des nicht-benachbarten Qubits 1 (b)
wird beobachtet. Die Zustands-Fidelity beider Qubits beträgt anfangs 0,975(11).
Das dominierende Übersprechen zwischen direkt benachbarten Qubits von C5,4 =

7,6(13)×10−5 führt dazu, dass die Zustandsgüte von Qubit 4 deutlich schneller zer-
fällt als die von Qubit 1, welches ein Übersprechen von lediglich C5,1 = 1,9(9)×10−5

erfährt. Die durchgezogenen Linien entsprechen einer Anpassung an die Datenpunk-
te, aus welcher das Übersprechen bestimmt wird. Jeder Datenpunkt entpricht 1600
Wiederholungen des Experiments und die Fehlerbalken entsprechen der Standard-
abweichung.

Die Abbildung 6.4 zeigt exemplarisch einige Ergebnisse des Übersprechens. Das Qubit
5 wird hier adressiert und das Übersprechen auf das Qubit 4 (in (a)) und 1 (in (b))
führt zu einem Zerfall der Zustands-Fidelities. Man kann deutlich erkennen, dass das
dominante Nächster-Nachbar-Übersprechen zu einem schnelleren Zerfall der Zustands-
Fidelity von Qubit 4 führt. Die Fidelity von Qubit 1 hingegen zerfällt deutlich langsamer.
Aus den Zerfallskonstanten lässt sich (siehe Gleichungen (6.2.3)) der Fehler aus Über-
sprechen für ein einzelnes NOT-Gatter bestimmen. Die extrapolierte Fidelity für eine
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verschwindende Sequenzlänge beträgt für beide Qubits 0,975(11) und ist wegen dem
Detektionsfehler (vgl. Abschnitt 4.3) kleiner eins. Die gleiche Auswertung der Ergeb-
nisse für die Qubits 2,3,6,7 und 8 liefert das Übersprechen auf diese Qubits, falls Qubit
5 adressiert wird. Auf die gleiche Weise werden alle Qubits jeweils adressiert und das
Übersprechen auf alle anderen Qubits gemessen. In der Tabelle 6.2 sind die Ergebnisse
für jedes Qubitpaar zusammengefasst.

Ein wesentliches Ergebnis ist, dass der gemessene mittlere Fehler aufgrund von Über-
sprechen pro Puls in der Größenordnung von 10−5 ist. Dieser Fehler liegt unterhalb der
Schwelle von Schemata zur Quantenfehlerkorrektur [22; 23]. Darüber hinaus beinhaltet
der gemessene Fehler alle möglichen Fehlerquellen, die den untersuchten Quantenzu-
stand beeinflussen können, wobei die Hauptfehlerquelle die nicht-resonante Anregung
ist. Ebenfalls fällt auf, dass der mittlere Fehler pro Gatter durch Übersprechen zwischen
Qubits in der Mitte des Registers größer ist als zwischen benachbarten am Rand des
Registers. Der Grund hierfür ist die nicht äquidistante Anordnung der Ionenkette in
dem harmonischen Potenzial und dem homogenen Magnetfeldgradienten. Anhand der
Adressierungsfrequenzen, wie sie in Tabelle 6.1 zu finden sind, lässt sich dieses kurz dis-
kutieren. Der Frequenzabstand zwischen den Qubits 1 und 2 beträgt in etwa 2,34MHz.
Der Abstand zwischen den Qubits 4 und 5 beträgt hingegen lediglich 1,85MHz. Da das
Übersprechen quadratisch mit dem Frequenzabstand sinkt Ci ,j ∝ 1/∆2

i ,j (vgl. Gleichung
(6.2.2)), ist ersichtlich, dass der Effekt für die mittleren Qubits stärker zu erwarten ist,
als für die äußeren.

Des Weiteren wird das Übersprechen in Abhängigkeit von der Mikrowellenleistung

Tabelle 6.2.: Gemessenes Übersprechen {Ci ,j} (×10−5) in einem Quantenbyte für
eine Rabi-Frequenz von 2π×20 kHz. Hierbei wird jeweils das Qubit i adressiert,
wodurch das Qubit j seinen Zustand im Mittel um Ci ,j ändert. Die resultierenden
Fehler pro Gatter liegen unterhalb der Fehlerkorrekturschwelle.

@
@
@i
j

1 2 3 4 5 6 7 8

1 - 3,0(9) 1,9(8) 2,2(9) 2,3(9) 1,0(8) 0,6(7) 0,7(7)
2 3,8(14) - 4,1(11) 2,3(9) 2,3(11) 1,6(11) 0,9(8) 0,9(9)
3 2,1(10) 3,7(12) - 4,5(12) 1,6(7) 2,1(6) 0,8(7) 1,1(6)
4 0,9(9) 1,7(6) 2,7(11) - 3,1(9) 0,8(7) 0,6(6) 0,6(6)
5 1,9(9) 1,6(9) 3,1(10) 7,6(13) - 3,1(10) 1,8(9) 0,5(5)
6 1,5(5) 1,2(8) 1,5(8) 1,0(8) 5,5(14) - 3,6(13) 0,8(8)
7 0,8(8) 1,4(8) 1,5(7) 1,2(8) 1,2(8) 2,9(11) - 2,6(8)
8 0,8(6) 1,1(5) 0,6(6) 0,8(8) 2,5(9) 1,1(8) 3,4(12) -
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Tabelle 6.3.: Gemessenes Übersprechen {Ci ,j} (×10−5) im Quantenbyte für höhere
Mikrowellenleistung. Hierbei wird jeweils das Qubit 1 bis 4 adressiert und die mittlere
Änderung pro Puls {Ci ,j} für das Qubit j gemessen.

@
@
@i
j

1 2 3 4 5 6 7 8

1 - 42(4) 17(2) 9(1) 18(2) 8(1) 5,6(8) 9(1)
2 53(6) - 30(3) 10(1) 10(2) 8(1) 5(1) 7(1)
3 14(2) 60(8) - 29(4) 12(2) 10(2) 4,9(4) 2,7(3)
4 9(1) 15(2) 41(5) - 39(5) 11(1) 5,3(7) 3,4(3)

untersucht. Hierfür wird das Übersprechen in dem gleichen Quantenbyte für höhere
Mikrowellenleistungen teilweise charakterisiert. Die Leistung des Mikrowellenaufbaus
wird dabei maximal gewählt, was den in Tabelle 6.1 aufgeführten Rabi-Frequenzen
entspricht. Die Pulsdauern werden erneut so gewählt, dass sie einem π-Puls auf dem
adressierten Qubit entsprechen. Die Tabelle 6.3 zeigt das gemessene Übersprechen für
den Fall, dass jeweils die Qubits 1 bis 4 adressiert werden. Die höhere Mikrowellen-
leistung führt zu Rabi-Frequenzen von 2π×54,1(5) kHz bis zu 2π×40,0(7) kHz (vgl.
Tabelle 6.1) auf den adressierten Qubits 1 bis 4. Da die nicht-resonante Anregung pro-
portional zum Quadrat der Rabi-Frequenz (und somit porportional zur Leistung) ist,
ist der mittlere Fehler pro Puls nun signifikant erhöht und liegt in der Größenordnung
10−4.

Bei einer genaueren Betrachtung fallen zwei unerwartete Sachverhalte auf. Erstens
ist für den Fall, dass Qubit 1 adressiert wird, das Übersprechen auf die Qubits 4 und 8
gleich groß. Zweitens ist das Übersprechen vom Qubit 1 auf 8 größer als beispielsweise
das von Qubit 4 auf 8, obwohl diese im Frequenzraum deutlich näher liegen (vgl. Tabelle
6.1). Die Ursache dieses - auf den ersten Blick unerwarteten Resultats - ist die ebenfalls
mögliche Anregung des magnetischen π-Übergangs (|0〉 ↔ |0′〉) und wird im Folgenden
erörtert.

Ein Qubit im Zustand |0〉 kann sowohl in den Zustand |1〉 als auch in den Zustand
|0′〉 angeregt werden. Bei der Detektion erscheinen beide als hell und können somit
nicht unterschieden werden. Ein einfaches Modell zur Abschätzung der möglichen un-
terschiedlichen Anregungswahrscheinlichkeiten basiert auf der unabhängigen Anregung
der möglichen Übergänge. Die maximale nicht-resonante Anregung eines Übergangs
lässt sich nach Gleichung (6.2.2) zu Ci ,j ≈ (Ωj/∆i ,j)

2 abschätzen. Für die beiden un-
terschiedliche Möglichkeiten der Anregung folgt nun die Abschätzung

Ci ,j ≈
(

Ωj

∆i ,j

)2

+

(
Ω

(π)
j

∆
(π)
i

)2

, (6.4.1)
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wobei (π) den zusätzlich möglichen π-Übergang kennzeichnet und die Größe ∆
(π)
i dem

Frequenzabstand der Adressierfrequenz ωi von diesem entspricht. Der magnetische
π-Übergang ist (in erster Ordnung) magnetfeldunabhängig. In der Folge liegen die
Zustände |0′〉 für alle Ionen nahezu bei dem gleichen Niveau (vgl. Abbildung 6.5). In
den diskutierten Experimenten beträgt der Unterschied der Adressierungsfrequenz von
Qubit 1 bei ω1 und der Resonanzfrequenz des magnetischen π-Übergangs |0〉1 ↔ |0′〉1
wegen des homogenen Magnetfelds von 0,390mT gerade ∆

(π)
1 = −2π×5,5MHz. Der

Unterschied der Resonanzfrequenzen von Qubit 1 und 4 beträgt ∆1,4 = −2π×6,3MHz
und der zwischen den Qubits 1 und 8 ∆1,8 = −2π×14,4MHz (vgl. auch Tabelle 6.1).
Wird nun Qubit 1 adressiert, so ist der gemeinsame π-Übergang für die gewählten
Magnetfeldkonfiguration der dominierende Übergang, der nach Gleichung (6.4.1) zu
einer Abnahme der Zustandsfidelities der Qubits 4 bis 8 führt. In diesem Szenario
verlässt die Besetzungswahrscheinlichkeit die Qubit-Basis und Anregungswahrschein-
lichkeit lässt sich nach Gleichung (6.4.1) zu 10 × 10−5 abschätzen, was im Einklang
mit den Ergebnissen aus Tabelle 6.3 ist. Für die eng benachbarten Qubits 2 und 3 domi-
niert hingegen die nicht-resonante Anregung des jeweiligen Qubitübergangs (|0〉 ↔ |1〉;
nicht dargestellt) und der Fehler aus Übersprechen ist entsprechend größer. Somit kann
erklärt werden, wieso das Übersprechen von Qubit 1 auf die Qubits 4 bis 8 etwa gleich

Ion 8Ion 4Ion 1

2S1/2

F=1

F=0

1 4 8

... ...

... ...

0 0

0' 0' 0'
1

1

1

0

5,5 MHz

6,3 MHz 14,4 MHz

8,2 MHz

11,7 MHz

Abbildung 6.5.: Relevante Übergänge in einem Quantenbyte basierend auf acht
gespeicherten 171Yb+-Ionen in einem statischen Magnetfeldgradienten. Die Niveaus
sind nicht maßstabsgetreu. Das Niveau von |0′〉 liegt für alle Ionen nahezu gleich
und liegt beispielsweise nahe an dem Qubit-Übergang bei ω1.
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groß ist. Die zweite Beobachtung, dass das Übersprechen des Qubits 4 auf 8 kleiner
ist als das von 1 auf 8 lässt sich ebenfalls leicht erklären. Der Abstand zwischen den
Qubitübergängen der Ionen 4 und 8 beträgt in dem Experiment ∆4,8 = −2π×8,2 MHz

(vgl. Tabelle 6.1). Falls Qubit 4 adressiert wird, so ist der Abstand zum magnetischen
π-Übergang ∆

(π)
4 = −2π×11,7MHz größer als der zur Resonanz von Qubit 8 und

somit ist diese entsprechend der Gleichung (6.4.1) der dominierende Übergang.

6.5. Optimierte Quantenregister

Die Periodizität des Übersprechens, wie sie in Abbildung 6.3 (a) zu sehen ist und von
Gleichung (6.2.2) vorhergesagt wird, erlaubt die Realisierung von optimierten Quanten-
registern, in denen das Übersprechen durch nicht-resonante Anregung idealerweise ganz
verschwindet, oder aber zumindest weiter unterdrückt ist. Die grundlegende Idee ist da-
bei, dass ein Gatter, welches auf einem Qubit ausgeführt wird, die Zustandsvektoren
aller anderen nicht-adressierten Qubits um Vielfache von 2π dreht und ihr Zustand sich
somit effektiv nicht ändert (Modulo einer bekannten globalen Phase durch mögliche
Vorzeichenwechsel). Diese Situation kann beispielsweise in einer Kette gespeicherter
Ionen erreicht werden, in der die Frequenzabstände aller Nächst-Nachbar-Ionen und
die Rabi-Frequenzen jeweils gleich sind (∆̃ ≡ ∆i ,i+1, i = 1, ..., N − 1 und Ωi ≡ Ω̃,
i = 1, ..., N mit Anzahl der Ionen N) und darüber hinaus in einem speziellen Verhältnis
zueinander sind (∆̃ = 2kΩ̃ : k ∈ N). Für weit verstimmte Pulse (∆̃� Ω̃) gilt in guter
Näherung für die verallgemeinerte Rabi-Frequenz eines Qubits j

ΩR,j =

√
Ω̃j

2
+ ∆2

i ,j ≈ ∆i ,j . (6.5.1)

Ein π-Puls, der an Qubit i adressiert wird, hat die Dauer τ = π/Ω̃ und dreht somit
den Bloch-Vektor von Qubit j um den Winkel

θj = ΩR,jτ ≈ 2kπ : k ∈ N. (6.5.2)

Für die Ausführung eines NOT-Gatters auf dem Qubit i werden die benachbarten
Qubits j = i ± 1 in einem solchen optimierten Register also um den den effektiv
verschwindenden Winkel von 2kπ : k ∈ N gedreht. Für Qubits, die weiter als die
Nächst-Nachbarn entfernt sind, beträgt der Frequenzabstand m∆̃ und der resultieren-
de ebenfalls effektiv verschwindende Drehwinkel ist θi±m = m 2kπ.

Im Folgenden wird beschrieben wie ein solches optimiertes Register mit drei Ionen
realisiert wird. Der konstante Magnetfeldgradient in der Falle führt zu einem identischen
Nächst-Nachbar-Abstand der Qubits im Frequenzraum (∆̃ = ∆1,2 = ∆2,3). Ein zusätzli-
ches homogenes Magnetfeld von etwa 0,240mT führt zum gleichen Frequenzabstand
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zwischen der Adressierungsfrequenz von Qubit 1 und dem magnetischen π-Übergang
|0〉 ↔ |0′〉 (∆̃ = 2π×3,358(3)MHz). Für diese Einstellungen sind somit die magneti-
schen σ±-Übergänge aller Ionen ein Vielfaches von ∆̃ von der Adressierungsfrequenz
eines beliebigen Qubits entfernt. Als Qubits werden bei den hier beschriebenen Ex-
perimenten die magnetischen σ−-Übergänge verwendet. Aufgrund des Frequenzgangs
der Mikrowellenleistung können somit höhere Rabi-Frequenzen erzielt werden und das
Unterdrücken der nicht-resonanten Anregung wird noch besser verdeutlicht.

Zuerst wird die Pulsdauer bestimmt, für welche das Übersprechen effektiv unter-
drückt wird. Dieses geschieht erneut durch das oben beschriebene Benchmarking-Pro-
tokoll. Die Sequenzlänge beträgt dabei 2000 Pulse und die Pulsdauer wird variiert. Der
untersuchte Anfangszustand des Registers ist hier analog zum Quantenbyte der Grund-
zustand |000〉. Wie in Abbildung 6.7 deutlich wird, führt eine Pulsdauer von τopt = 8,64

µs dazu, dass die Zustände der nicht-adressierten Qubits sich am wenigsten ändern.
Bei einem Vergleich der Periodizität der Zustandsgüten, je nachdem welches Qubit

gerade adressiert wird, fallen Unterschiede auf: Für den Fall, dass das mittlere Qubit 2

Ion 3Ion 2Ion 1

~

2S1/2

F=1

F=0

1 2 3

0' 0' 0'

0 0 0

1
1

1

Abbildung 6.6.: Termschemata zur Realisierung des optimierten Drei-Qubit-Re-
gisters. In jedem einzelnen Ion wird ein Qubit realisiert. Durch das harmonische
Fallenpotenzial und den homogenen Magnetfeldgradienten beträgt der Unterschied
der Adressierfrequenzen Vielfache von ∆̃. Der Zustand |0′〉 ist für alle Ionen nahe-
zu bei der gleichen Energie zu finden. Das konstante Magnetfeld kann so gewählt
werden, dass ebenfalls die Zeeman-Aufspaltung des Niveaus 2S1/2, F = 1 Vielfache
von ∆̃ beträgt.
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Abbildung 6.7.: Bestimmung der optimalen Pulsdauer, die das Übersprechen in ei-
nem Drei-Qubit-Register effektiv unterdrückt. Benchmarking-Sequenzen von 2000
Pulsen werden eingestrahlt, wobei jeweils eines der Qubits adressiert wird. Die
Pulsdauer wird dabei variiert. Als optimale Pulsdauer ergeben sich 8,64 µs (hervor-
gehoben durch eine gepunktete Linie), für welche die Zustände der nicht-adressier-
ten Qubits am wenigsten beeinflusst werden. Der mittlere Fehler pro Gatter ist
13(9)× 10−5, wobei die Rabi-Frequenz 2π× 57,9MHz beträgt. Jeder Datenpunkt
entspricht 350 Wiederholungen. Fehlerbalken repräsentieren den statistischen Feh-
ler einer Standardabweichung. Die Tabelle 6.4 enthält eine Zusammenfassung des
Übersprechens für das optimierte Quantenregister.

adressiert wird, zeigen die benachbarten Qubits 1 und 3 die gleiche Periodizität (〈F2,1〉
und 〈F2,3〉). Die gleiche Periodizität ergibt sich auch für den Fall, dass die Qubits 1
bzw. 3 adressiert und die direkten Nachbarn beobachtet werden (〈F1,2〉 bzw. 〈F3,2〉).
Vergleicht man jedoch das Übersprechen von Qubit 1 auf 3 (〈F1,3〉) und das von 3 auf
1 〈F3,1〉, so zeigen sich deutliche Unterschiede. Das Übersprechen von Qubit 1 auf 3
ist ähnlich dem auf das nächstbenachbarte Qubit 2. Das Übersprechen von Qubit 3
auf 1 ist hingegen geringer und zeigt eine kürzere Periode. Die Ursache dieser, auf den
ersten Blick erneut unerwarteten Asymmetrie, ist wieder der Übergang |0〉 ↔ |0′〉. Die
Adressierungsfrequenz von Qubit 1 liegt für die gewählten experimentellen Parameter
näher an dieser Resonanz als die Adressierungsfrequenz von Qubit 3. Wird nun das
Qubit 1 adressiert, so beträgt die Verstimmung zu diesem Übergang gerade ∆̃ und das
Ion wird hauptsächlich über den magnetischen π-Übergang angeregt. Wird hingegen
das Qubit 3 adressiert, so beträgt die Verstimmung zum magnetischen π-Übergang
3∆̃ und die zum Qubitübergang |0〉 ↔ |1〉 lediglich 2∆̃. Die nicht-resonante Anregung
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6.5. Optimierte Quantenregister

Tabelle 6.4.: Gemessenes Übersprechen Ci ,j (×10−5) in einem optimierten
Drei-Qubit-Register bei einer Rabi-Frequenz von 2π× 57,9MHz. Siehe Text für
eine ausführliche Diskussion der Optimierung.

@
@
@i
j

1 2 3

1 - 23(5) 6(1)
2 8(2) - 10(2)
3 2.7(3) 6(1) -

des Ions 1 geschieht somit vorwiegend auf seinem Qubit-Übergang. Die Verstimmung
ist somit doppelt so groß, wie bein Fall benachbarter Qubits und somit lässt sich zum
einen das geringere Übersprechen und zum anderen die kürzere Periode erklären (vgl.
Gleichung (6.2.2)).

Die Mikrowellenleistung der Pulse wird nun so gewählt, dass die optimale Pulsdauer
τopt zu einem resonanten π-Puls auf dem adressierten Qubit führt und somit ein NOT-
Gatter realisiert (Ω̃ = 2π×57,9 kHz). Entsprechend der vorherigen Messungen am
Quantenbyte wird das Übersprechen aus nicht-resonanter Anregung mittels des Bench-
marking-Protokolls präzise vermessen. Die Sequenzlänge beträgt dabei bis zu 5000 Pul-
se. Im Vergleich zu der Charakterisierung des Quantenbytes sind für das Drei-Qubit-Re-
gister längere Sequenzen möglich. Dieses beruht zum einen auf der geringeren Anzahl
an Ionen und zum anderen daran, dass die höhere Rabi-Frequenz zu kürzeren Pulsen
führt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.4 zusammengefasst.

Die Rabi-Frequenz, mit der die Qubits manipuliert werden ist etwa dreimal so groß
wie bei der Charakterisierung des Quantenbytes. Der Frequenzabstand zwischen den
Qubit-Übergängen ist mit 3,36MHz gut 40% größer als der Abstand der benachbar-
ten äußersten Qubits im Quantenbyte (2,34MHz). Da das Übersprechen mit dem
Quadrat der Rabi-Frequenz (und somit proportional zur Leistung ist) und invers pro-
portional zum Quadrat der Verstimmung skaliert, erwartet man somit in etwa eine
Verfünffachung des Übersprechens. Aus Gleichung (6.2.2) folgt für das Nächstnachbar-
Übersprechen in dem beschriebenen Drei-Qubit-Register ein mittlerer Fehler pro Puls
von 30 × 10−5. Wie man der Tabelle 6.4 entnehmen kann, ist das tatsächlich gemes-
sene Übersprechen überwiegend deutlich geringer. Somit wird gezeigt, dass auch für
schnellere Gatter weiterhin ein Übersprechen unterhalb der Schwelle für Quantenfehler-
korrektur möglich ist. Das deutlich größere Übersprechen C1,2 beruht auf der möglichen
Anregung der beiden Übergänge |0〉 ↔ |1〉 und |0〉 ↔ |0′〉 in Qubit 2, zu denen der Puls,
der Qubit 1 adressiert, gleich weit verstimmt ist (siehe auch Abbildung 6.6). Nach der
einfachen Modellannahme von unabhängigen Anregungswahrscheinlichkeiten (vgl. Glei-
chung (6.4.1)) führt dieses zu einem Fehler, der etwa doppelt so groß wie beispielsweise
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6. Adressierung mit Mikrowellenstrahlung

der zwischen den Qubits 2 und 3 ist. Der verbleibende Fehler aus Übersprechen rührt
für alle Qubits auch daher, dass die Resonanz |0〉 ↔ |0′〉 aufgrund des Zeeman-Effekts
zweiter Ordnung für die drei Ionen nicht exakt bei der gleichen Frequenz liegt und so-
mit die Bedingung von äquidistanten Resonanzen im Frequenzraum nicht exakt erfüllt
wird. Des Weiteren wird bei dem experimentellen Aufbau eine Drift der Qubit-Übergän-
ge beobachtet [70]. Diese Drift führt dazu, dass die Verstimmung zeitlich variiert und
somit die nicht-adressierten Qubits nicht exakt um Vielfache von 2π gedreht werden.
Darüber hinaus waren die Ionen thermisch (〈n〉 ≈ 150) angeregt und eine Anregung
der vorhandenen Bewegungsseitenbändern ist daher ebenfalls möglich [29; 30]. Diese
zusätzlichen Übergänge wurden bei der Entwicklung des optimierten Registers nicht
explizit berücksichtigt und gehören somit zu den Fehlerquellen. Die beschriebene Me-
thode zur Realisierung von optimierten Quantenregistern kann auf größere Register mit
mehr als drei Qubits übertragen werden. Für eine Kette gespeicherter Ionen in einem
harmonischen globalen Fallenpotenzial ist ihr Nächst-Nachbar-Abstand nicht konstant.
Daher benötigt ein solches System entweder einen sich räumlich ändernden Magnet-
feldgradienten, oder aber für einen homogenen Gradienten ein angepasstes Fallenpo-
tenzial. Möglichkeiten wären dabei entweder ein anharmonisches Potenzial, oder lokale
Potenziale. Solches kann beispielsweise in segmentierten mikrostrukturierten Ionenfal-
len realisiert werden [116; 117; 118; 119; 120; 121; 122]. In einem solchen System
wäre es möglich, die Adressierungsfrequenzen der Qubits und die Pulsdauern dahinge-
hend zu optimieren, dass der Fehler durch Übersprechen aus nicht-resonanter Anregung
minimiert wird.

6.6. Mikrowellen-Lichtverschiebung

In den vorherigen Abschnitten wurde der Effekt der nicht-resonanten Anregung disku-
tiert und experimentell untersucht. Dieser Effekt ändert die Besetzungswahrscheinlich-
keiten der Basiszustände {|0〉, |1〉} und führt zu unbeabsichtigten Zustandswechseln.
Für die Quanteninformationsverarbeitung ist die Phase eines Zustands jedoch von glei-
cher Relevanz wie die Besetzungen. Aus diesem Grund sind Effekte, die ausschließlich
die Phase eines Qubits ändern, ebenso Ursache von unbeabsichtigten Zustandsände-
rungen und somit Teil des Übersprechens.

Ein solcher Effekt ist die Mikrowellen-Lichtverschiebung, die im Rahmen von Kern-
spinresonanz als Bloch-Siegert-Verschiebung (transient generalized Bloch-Siegert shift)
und in der Atomphysik als AC-Stark-Verschiebung (ac Stark effect) bekannt ist [123;
34]. Wird ein Qubit i resonant adressiert, so ist dieses Mikrowellenfeld zu den Resonan-
zen der anderen Qubits j 6= i in dem Magnetfeldgradienten weit verstimmt (∆i ,j � Ωj).
Trotzdem führt dieses für ein Ion j , das sich in einem Superpositionszustand befindet,
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zu einer Änderung seiner Präzessionsgeschwindigkeit um [34]

ω
(ac)
j =

Ω2
j

2∆i ,j

. (6.6.1)

Somit sammelt es während einer Pulsdauer τ eine zusätzliche Phase

∆ϕj = ω
(ac)
j τ (6.6.2)

auf. Diese Phasenänderung entspricht einer Zustandsänderung und reduziert die Fide-
lity (vgl. Abschnitt 4.7). Bei der vorherigen Untersuchung des Übersprechens anhand
von Superpositionszuständen (vgl. Abschnitt6.3) wurde diese Phasenänderung durch
einen Spin-Echo-Puls kompensiert. In dem Folgenden soll der Effekt nun für typische
experimentelle Parameter genau vermmessen werden.

Nimmt man eine Verstimmung von 2π×2MHz und eine Rabi-Frequenz von 2π×50 kHz
an, so ergibt sich mit Gleichung (6.6.1) eine Stärke von ω(ac) = 2π×625Hz. Eine Me-
thode mit der solch ein, im Vergleich zur Rabi-Frequenz schwacher, Effekt gemessen
werden kann, ist ähnlich der Messung von Kopplungskonstanten der Einzelionen-Quan-
ten-Lock-In-Verstärker [94] (vgl. Abschnitt 4.8). In der Abbildung 6.8 (a) ist die Mess-
methode für die Verwendung eines einzelnen Qubits dargestellt. Zuerst wird es in dem
Zustand |0〉 initialisiert und anschließend mit einem resonanten π/2-Puls in Superposi-
tion gebracht. Anschließend folgt eine CPMG-Pulssequenz (vgl. Abschnitt 7.1.4) mit
zwei resonanten π-Pulsen, um störendes Rauschen zu unterdrücken (siehe auch Kapitel
7). Zwischen den beiden dynamischen Entkopplungspulsen kann für eine variable Dauer
ein nicht-resonantes Mikrowellenfeld mit gegebener Verstimmung und Leistung einge-
strahlt werden. Dieses Feld führt aufgrund der Mikrowellen-Lichtverschiebung zu einer
Phasenänderung des Qubits. Da die Präsenz des Feldes vor bzw. nach einem Entkopp-
lungspuls unterschiedlich ist, wird die Phasenänderung während der Sequenz kohärent
aufsummiert, anstatt sie zu kompensieren. Am Ende der Sequenz wird die Phase des
Qubits mit einem zweiten Ramsey-Puls und der Beobachtung von Interferenzstreifen
bestimmt (vgl. Abschnitt 4.6).

Als Qubit dient für diese Messungen der in erster Ordnung magnetfeldunabhängige
magnetische π-Übergang |0〉 ↔ |0′〉 (siehe Abschnitt 2.2) und das Auslesen geschieht
mit dem Photomultiplier. In Abbildung 6.8 (b) sind beispielhafte Ramsey-Streifen dar-
gestellt. Für beide Streifen betrug die Verstimmung des Mikrowellenfeldes 2π×2MHz
und die Leistung entsprach einer Rabi-Frequenz von 2π×48,8 kHz. Die einen Streifen
wurden nach einer Einzelpulsdauer von τ =0,1ms und die anderen nach τ =0,5ms
aufgezeichnet. Wie man ersehen kann, führt die Mikrowellen-Lichtverschiebung zu ei-
ner Phasenverschiebung von mehr als π/2. In der Abbildung 6.8 (c) ist der Betrag der
Phasenverschiebung in Abhängigkeit von der Einzelpulsdauer dargestellt. Da die Leis-
tung und die Verstimmung des Pulses gleich bleiben, ist die Mikrowellen-Lichtverschie-
bung konstant und die Phasenänderung verhält sich daher proportional zur Pulsdauer.
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6. Adressierung mit Mikrowellenstrahlung

Entsprechend der Gleichung (6.6.2) ergibt die Anpassung einer Geraden an die Daten-
punkte die Stärke der Lichtverschiebung zu ω(ac) = 680(20) Hz für die Verstimmung
von 2π×2MHz und die Rabi-Frequenz von 2π×48,8 kHz.
Darüber hinaus wurde die Stärke der Mikrowellen-Lichtverschiebung in Abhängigkeit

von der Leistung und der Verstimmung gemessen. Bei diesen Messungen wurde das
Feld für eine Einzelpulsdauer von τ=0,5ms eingestrahlt und die anderen Parameter
entsprechend variiert. Aus der Phasenverschiebung lässt sich danach die Stärke des
Effekts bestimmen. In der Abbildung 6.9 ist die Stärke der Mikrowellen-Lichtverschie-
bung in Abhängigkeit von der Rabi-Frequenz des verstimmten Feldes dargestellt. Die
Verstimmung betrug hierbei 2π×2MHz. Die durchgezogene Linie entspricht der Vor-
hersage aus Gleichung (6.6.1). Für die Rabi-Frequnenz von 2π×20 kHz, wie sie für das
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Abbildung 6.8.: Messmethode der Mikrowellen-Lichtverschiebung mit einem Ion.
Die verwendete Pulssequenz (a) beruht auf einer Ramsey-Messung während der
zwei dynamische Entkopplungspulse resonant eingestrahlt werden. Zwischen den
Pulsen wird ein Mikrowellenfeld mit einer beliebigen Verstimmung und Leistung
für eine variable Dauer eingestrahlt. Aufgrund der resultierenden Lichtverschiebung
ändert das Qubit die Phase des Superpositionszustands. Die beobachteten Interfe-
renzstreifen (b) zeigen somit eine Phasenverschiebung abhängig von der Dauer des
verstimmten Pulses (c).
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Abbildung 6.9.: Die gemessene Mikrowellen-Lichtverschiebung in Abhängig-
keit von der Rabi-Frequenz des verstimmten Feldes. Die Verstimmung beträgt
2π×2MHz. Jeder Datenpunkt ergibt sich aus der Phasenverschiebung nach zwei
Pulsen mit einer Dauer von je 0,5ms. Die durchgezogene Linie entspricht der theo-
retischen Vorhersage.

Quantenbyte benutzt wurde, ergibt sich eine Stärke der Mikrowellen-Lichtverschiebung
von etwa 2π×100Hz.

Die Abbildung 6.10 enthält die Ergebnisse für die Messung der Mikrowellen-Licht-
verschiebung in Abhängigkeit von der Verstimmung des Feldes. Auch bei diesen Mes-
sungen betrug die Einzelpulsdauer τ =0,5ms. Die Mikrowellenleistung entsprach einer
Rabi-Frequenz von 2π×48,8 kHz. Bei der durchgezogenen Linie handelt es sich erneut
um die theoretische Vorhersage. Man kann erkennen, wie die Lichtverschiebung mit stei-
gender Verstimmung abfällt. Für die typischen Abstände des optimierten Drei-Qubit-Re-
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Abbildung 6.10.: Die gemessene Mikrowellen-Lichtverschiebung in Abhängigkeit
von der Verstimmung des Feldes. Die Leistung des Feldes entspricht einer Rabi-Fre-
quenz von 2π×48,8 kHz. Jeder Datenpunkt ergibt sich aus der Phasenverschiebung
nach zwei Pulsen mit einer Dauer von je 0,5ms. Die durchgezogene Linie entspricht
der theoretischen Vorhersage.

gisters (∆̃/(2π) =3,358MHz) beträgt sie für die gegebene Leistung weniger als 450Hz.

Nachdem die Gültigkeit der theoretischen Vorhersage der Mikrowellen-Lichtverschie-
bung in Abhängigkeit von den experimentellen Pulsparametern wie der Leistung und
der Verstimmung (vgl. Gleichung (6.6.1)) überprüft wurden, soll nun die hieraus re-
sultierende Zustandsänderung abeschätzt werden. Ein verstimmter Puls der Dauer τ
führt aufgrund der Lichtverschiebung zu einer Phasenänderung von δϕ = ω(ac)τ . Die
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Fidelity (vgl. Abschnitt 4.7) des Zustands reduziert sich somit um

ε(ac) = 1− F = 1−
1

2

(
1 + cos(δϕ(ac))

)
≈
(
δϕ(ac)

2

)2

, (6.6.3)

wobei die Näherung für kleine Winkel (δϕ(ac) � 1) verwendet wurde. Im Falle des Quan-
tenbytes, in dem die Rabi-Frequenz 2π×20 kHz betrug, ergibt sich für einen π-Puls
eine Pulsdauer von τ =25 µs. Mit dem typischen Frequenzabstand von etwa 2MHz,
folgt eine Stärke der Lichtverschiebung von 2π×98(6) Hz und somit ein Fehler von
ε(ac) = 5,9(7)×10−5. Dieser Fehler ist von gleicher Größenordnung wie der Fehler, der
aus nicht-resonanter Anregung herrührt (vgl. Abschnitt 6.4).

6.7. Zusammenfassung der Fehlerquellen und Ausblick

Im Folgenden werden die unterschiedlichen Fehlerquellen, die zu Übersprechen führen
können, in der Tabelle 6.5 zusammengefasst. Für jede dieser Quellen werden für den
verwendeten Aufbau typische Werte angegeben und die Abhängigkeit von den experi-
mentellen Parametern diskutiert.

Der erste Effekt ist die nicht-resonante Anregung C, die mit der Gleichung (6.2.2)
beschrieben wird. Sie ist abhängig von der Verstimmung und der Leistung eines Pulses.
Die Verstimmung ∆ = b δz hängt vom Magnetfeldgradienten b und der räumlichen
Trennung der Ionen ab. In einem harmonischen Potenzial hängt die räumliche Trennung
δz von der Säkularfrequenz ν1 ab und es gilt δz ∝ ν−2/3

1 [62]. Somit ist C ∝ Ω2b−2ν
4/3
1 .

Für ein Quantenbyte wurde dieser Effekt gemessen und der mittlere Fehler für zwei
benachbarte Qubits beträgt hierbei (vgl. Tabelle 6.2) C = 3,8(13)× 10−5.

Im Gegensatz zu Energieeigenzuständen werden Superpositionszustände auch von
einer Phasenänderung effektiv beeinflusst. Eine solche resultiert von der Mikrowellen-
Lichtverschiebung, die in dem vorhergehenden Abschnitt gemessen wurde. Die Phasen-
änderung δϕ(ac) = Ω2

2∆
τ (vgl. Gl. (6.6.1)) ist abhängig von der Pulsdauer, die invers

proportional zur Rabi-Frequenz ist. Die sich ergebende Änderung der Fidelity beträgt
somit ε(ac) ∝ Ω2b−2ν

4/3
1 (vgl. auch Gl. (6.6.3)) und wurde in dem vorherigen Abschnitt

für die typischen experimentellen Parameter des Quantenbytes (Rabi-Frequenz von
2π×20 kHz und Verstimmung von 2π×2MHz) zu 5,9(7)× 10−5 abgeschätzt.
Ein weitere Effekt, der die Phase eines Qubits ändert, ist die vom Magnetfeldgradien-

ten induzierte J-Kopplung. Wird ein Qubit in einem Register adressiert, so entwickeln
sich die anderen Qubits entsprechend des Hamilton-Operators in Gleichung (2.5.18).
Dieses entspricht einer Phasenänderung von δϕ(J)

i ,j = Ji ,jτ , wobei Ji ,j der Kopplungs-
stärke zwischen den Qubits i und j entspricht. Diese verhält sich wie J ∝ b2ν−2

1 (vgl.
Gleichung (2.5.19)). Der hervorgerufene Fehler skaliert somit wie εJ ∝ b4ν−4

1 Ω−2. Für
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den Fall eines Drei-Qubit-Quantenregisters beträgt die Nächstnachbar-Kopplung in un-
serem Aufbau 2π×33(3) Hz [29] (vgl. auch Kapitel 8) und der zu erwartende Fehler
ist daher 4,3(8)× 10−6.

Im Folgenden werden nun Strategien vorgestellt, wie Fehler aus Übersprechen (vgl.
auch Tabelle 6.5) reduziert bzw. vermieden werden können. Übersprechen, welches aus
nicht-resonanter Anregung herrührt, kann durch einen stärkeren Magnetfeldgradienten
b reduziert werden. Eine andere bzw. zusätzliche Möglichkeit den Fehler zu reduzieren
ist, die Leistung der Mikrowellenpulse, welche die logischen Ein-Qubit-Gatter realisie-
ren, abzuschwächen. In der Literatur spricht man dann von sogenannten weichen Pulsen
(soft pulses) im Gegensatz zu harten Pulsen (hard pulses) [34]. Die Abschwächung der
Mikrowellenleistung würde auch den Fehler εac durch Lichtverschiebung reduzieren, der
Superpositionszustände betrifft. Eine Abschwächung der Mikrowellenleistung würde je-
doch den Fehler aus einer Frequenzverstimmung auf dem adressierten Qubit erhöhen
(vgl. Abschnitt 2.6.2). Ein kleineres axiales Fallenpotenzial ν1 würde die Effekte aus
nicht-resonanter Anregung und Mikrowellen-Lichtverschiebung reduzieren, jedoch ska-
liert der Fehler jeweils nur mit ν4/3

1 . Der Fehler εJ, der durch unbeabsichtigte J-Kopplun-
gen herrührt, würde bei einer Abschwächung der Mikrowellenleistung ansteigen, da die
Kopplung während der längeren Pulsdauern auch länger wirken könnte. Ein geringeres

Tabelle 6.5.: Zusammenfassung der unterschiedlichen Quellen von Übersprechen.
Nicht-resonante Anregung, die Mikrowellen-Lichtverschiebung und die J-Kopplung
führen während der Ausführung von Ein-Qubit-Gattern zu Fehlern. Die Mikrowel-
len-Lichtverschiebung und die J-Kopplung beinflussen hierbei jedoch ausschließlich
Superpositionszustände. Die Größe des Fehlers aus nicht-resonanter Anregung C
ist der Mittelwert für benachbarte Qubits innerhalb des Quantenbytes. Für eine
Rabi-Frequenz von 2π×20 kHz und einer Verstimmung von 2π×2MHz folgt ei-
ne Mikrowellen-Lichtverschiebung von 2π×98(6) Hz. Die Änderung, welche durch
die J-Koplung hervorgerufen wird, entspricht dem Fall eines Drei-Qubit-Registers
in einem Gradienten von b =18,8Tm−1 und einer axialen Fallenfrequenz von
ν1 = 2π×123,5(2) kHz [29; 56] und kann als Abschätzung einer oberen Grenze an-
gesehen werden. Die rechte Spalte zeigt, wie dieser Fehler von der Rabi-Frequenz
Ω eines Rechteckpulses, dem axialen Fallenpotenzial ν1 und dem Magnetfeldgradi-
enten b abhängt.

Fehlerquelle Messwert Abhängigkeit
nicht-resonante Anregung C = 3,8(13)× 10−5 Ω2b−2ν

4/3
1

Mikrowellen-Lichtverschiebung ε(ac) = 5,9(7)× 10−5 Ω2b−2ν
4/3
1

J-Kopplung ε(J) = 4,3(8)× 10−6 Ω−2b4ν−4
1
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6.7. Zusammenfassung der Fehlerquellen und Ausblick

axiales Fallenpotenzial oder ein größerer Magnetfeldgradient würde die Kopplungsstärke
erhöhen und somit auch das Übersprechen. Somit ist es nicht möglich alle drei Effekte
gleichzeitig zu unterdrücken.

Eine weitere Fehlerquelle ist die mögliche Anregung von Bewegungsseitenbändern.
Für die zuvor beschriebenen Experimente beträgt die axiale Fallenfrequenz ν1 = 2π×124 kHz
und die Bewegungsseitenbänder erster Ordnung der Schwerpunktsmode werden ±ν1

entfernt vom Träger beobachtet [30; 66]. Die Rabi-Frequenz bei Anregung des roten
bzw. blauen Seitenbandes ist entsprechend den Gleichungen (2.5.16) und (2.5.13)
Ωn,n−1 = ηeff

√
nΩ bzw. Ωn,n+1 = ηeff

√
n + 1 Ω mit der Besetzungszahl der axia-

len Schwingungsmode n. Die obigen Messungen werden mit thermisch angeregten
Ionen durchgeführt und die mittlere Besetzungszahl des thermischen Zustands be-
trägt 〈n〉 ≈ 150 [29; 30]. Die Rabi-Frequenzen der beiden Seitenbänder sind für diese
thermische Anregung vergleichbar und mit dem effektiven Lamb-Dicke-Parameter von
ηeff = 0,034 folgt ΩRSB ≈ ΩBSB ≈ 0 42 Ω. Die Abschätzung des Einflusses der Sei-
tenbänder erfolgt unter der Annahme von unabhängigen Anregungen (vgl. Gleichung
6.4.1). Da die Verstimmung des Pulses von dem Träger deutlich größer als der Ab-
stand der Seitenbänder ist, wird für die Abschätzung davon ausgegangen, dass die
Verstimmung zu diesen in etwa gleich ist. Da die nicht-resonante Anregung propor-
tional zum Quadrat der Rabi-Frequenz ist, entspricht die Anregungswahrscheinlichkeit
der Bewegungsseitenbänder in etwa 20% der des Trägers. Mittels Seitenbandkühlung
(vgl. Abschnitt 4.1) [30; 66] kann die thermische Anregung und somit dieser Effekt
weiter verringert werden, jedoch wird die nicht-resonante Anregung weiterhin von der
Anregung des Trägers dominiert.

Ein anderer Ansatz, um den Fehler aus nicht-resonanter Anregung zu reduzieren,
ist die Verwendung von unterschiedlichen Pulsformen. Ein gaußförmiger Puls ist im
Frequenzraum deutlich schmaler als die verwendeten Rechteckpulse und somit könnte
das Übersprechen weiter reduziert werden. Darüber hinaus sind auch Pulse mit einem
komplizierteren Profil denkbar [124].

Eine weitere Methode, Fehler aus Übersprechen zu vermeiden, ist eine präzise Kennt-
nis dessen. Sobald die störenden systematische Effekte, die ein einzelner Puls bei allen
nicht-adressierten Qubits hervorruft, einmal bekannt sind, können diese bei der Ent-
wicklung von Pulssequenzen entweder kompensiert oder explizit berücksichtigt werden
[125]. So ist es beispielsweise möglich, den Effekt aus der Lichtverschiebung mittels ei-
nes resonanten Spin-Echo Pulses zu kompensieren, wie es bei den hier diskutierten Mes-
sungen geschehen ist. Außerdem kann in der Realisierung eines Quantenalgorithmus die
systematische Drehung um die z-Achse bei der Phasenwahl von darauffolgenden Pulsen
explizit berücksichtigt werden, um die Drehung aus der Mikrowellen-Lichtverschiebung
rückgängig zu machen [102]. Die Anregung von ungewollten Hyperfeinübergängen kann
entweder durch ein stärkeres homogenes Magnetfeld oder durch eine Polarisation der
Mikrowellenstrahlung unterdrückt werden.
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6. Adressierung mit Mikrowellenstrahlung

In den beschriebenen Messungen wird das Übersprechen, welches durch die Anwen-
dung eines π-Pulses hervorgerufen wird, charakterisiert. Für π/2-Pulse, welche zusam-
men mit den π-Pulsen und der Identität die Clifford-Gruppe für ein Qubit erzeugen [89],
sind die Mechanismen, die zu Übersprechen führen, die gleichen. Die Pulsdauer ist zwar
halbiert, aber die resultierenden Fehler sind weiterhin von gleicher Größenordnung und
der gleichen Abhängigkeit von den experimentellen Parametern.

Ein Zwei-Qubit-Gatter, dass zur Verschränkung benutzt werden kann und zusammen
mit beliebigen Ein-Qubit-Operationen jeden beliebigen Algorithmus erlaubt, besteht in
dem Aufbau aus der Einstrahlung von zwei π/2-Pulsen und einer bedingten Entwick-
lungszeit [29; 70]. Die nicht-adressierten Qubits eines Quantenregisters würden daher
hauptsächlich von den Einzel-Qubit-Gattern beeinflusst. Der Fehler aufgrund ungewoll-
ter J-Kopplung während der Entwicklung kann mittels ausgewählter Ankopplung (se-
lective recoupling) [126] und somit mittels Ein-Qubit-Operationen kompensiert werden
(vgl. auch Abschnitt 7.1.5). Das Übersprechen eines solchen Gatters wäre somit auch
wieder von der gleichen Größenordnung wie die detailliert untersuchten Ein-Qubit-Gat-
ter.

6.8. Güte eines Ein-Qubit-Gatters

Neben der Charakterisierung des Übersprechens erlauben die Messungen des Überspre-
chens unter Verwendung des Benchmarking-Protokoll auch Rückschlüsse auf die Fide-
lity eines Ein-Qubit-Gatters. Jeder Pulsfehler führt dazu, dass sich im Bild der Bloch-
Kugel der Zustandsvektor des adressierten Qubits sich nach einem Puls nicht exakt
dort befindet, wo er im Falle eines perfekten Pulses wäre. Da die Phasen der Pulse und
somit die Drehachsen zufällig gewählt werden, ist auch die Richtung der Abweichung
zufällig. Somit folgt für die mittlere Fidelity der Zusammenhang

〈F (Gatter)
i (N)〉 =

1

2
(1 + e−2ε(Gatter)N), (6.8.1)

wobei ε(Gatter) in diesem Fall den Pulsfehler beschreibt. Für den Abfall der Fidelity
nach 250 Pulsen ergibt sich für den mittleren Fehler pro Gatter eine untere Grenze
von 5× 10−3. Im Moment ist die Güte der Gatter vor allem durch die Drift der Adres-
sierungsfrequenzen begrenzt. Eine mögliche Verbesserung wäre die Verwendung von
robusten Pulsen [127; 128; 43]. Diese sind jedoch langsamer und durch die Verwen-
dung unterschiedlicher Phasenlagen innerhalb eines Pulses kann sich der Fehler durch
Übersprechen stärker aufaddieren. Die systematische Untersuchung wäre ein weiteres
eigenständiges Forschungsvorhaben. Durch technische Verbesserungen an dem experi-
mentellen Aufbau, wie beispielsweise einer thermischen Stabilisierung der Mikrowellen-
kette, scheinen in Zukunft Gatter mit einer Güte von mehr als 0,995 möglich, wie sie
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für die Verwendung von Mikrowellenpulsen berichtet wurden [25; 26]
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7
Dynamische Entkopplung von

Quantensystemen

Die Dephasierung - also der Verlust von Phaseninformation eines Superpositionszu-
stands - ist ein bedeutendes Hindernis auf dem Weg zur Realisierung von quantenlogi-
schen Operationen mit hoher Güte. Die Ursache ist die, dass in vielen physikalischen
Systemen, in denen sich Quantengatter prinzipiell realisieren lassen, die Phaseninfor-
mation des Systems mit der Zeit verlorengeht. Die Zeitskala dieses Zerfalls von Quan-
teninformation, die in einem Register von Qubits gespeichert und verabeitet werden
kann, wird dabei als Kohärenzzeit bezeichnet. Ist die Kohärenzzeit eines Systems also
vergleichbar oder gar kürzer als die für die Ausführung der Quantengatter notwendige
Dauer, so wird die Güte des Gatters stark reduziert oder eine Realisierung verhindert.
Von besonderem Interesse sind hierbei die Ein-Qubit-Gatter (vgl. Abschnitt 2.1.2) und
ein bedingtes Zwei-Qubit-Gatter (CNOT, siehe Abschnitt 2.1.3), denn aus diesen las-
sen sich beliebige Quantenalgorithmen zusammensetzen [129].

Da die Dephasierung auf einer unbeabsichtigten Wechselwirkung der Qubits mit
ihrer Umgebung beruht, ist es erstrebsam das Quantenregister während des Ausfüh-
rens von Gatteroperationen von seiner Umgebung zu isolieren. Eine Möglichkeit hierfür
ist die sogenannte dynamische Entkopplung (dynamical decoupling). Hierfür gibt es
zwei unterschiedliche Ansätze. Der eine beruht auf Sequenzen von Pulsen, die auf das
Quantensystem einwirken, und der andere beruht auf kontinuierlich wirkenden Feldern.
Beide Methoden werden aktuell intensiv im Rahmen der experimentellen Realisierung
von Techniken zur Quanteninformationsverarbeitung an gespeicherten Ionen erprobt
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[130; 131; 70; 31]. Der Rest dieses Kapitels behandelt den ersten Ansatz, der auf
Pulssequenzen basiert.

Die dynamische Entkopplung mittels Pulsen wurden ursprünglich im Kontext von
Kernspinresonanz beobachtet [132] und weiterentwickelt [133; 134]. Dort dienten die-
se Techniken zur hochaufgelösten Magnetresonanzspektroskopie. Im Forschungsfeld
der Quanteninformationsverarbeitung wurde später untersucht, wie die Dephasierung
eines Qubits, die zu einem Verlust der Information führt, mittels dynamischen Entkopp-
lungspulsen unterdrückt werden kann [135]. Anschließend wurden weitere neuartige
Pulssequenzen vorgeschlagen, die in einer bestimmten Umgebung optimal sind [136]
oder aber eine hohe Toleranz gegenüber Pulsfehlern aufweisen [137]. Ziel ist es hierbei,
die in einem Register gespeicherte Quanteninformation während des Ausführens von
Gatteroperationen vor einer Dephasierung zu schützen und so fehlertolerante Quanten-
informationsverarbeitung zu realisieren [138].

Experimentell wurde die Leistungsfähigkeit von Pulssequenzen, den Zustand eines
Einzelqubits zu schützen, in unterschiedlichen physikalischen Systemen erfolgreich de-
monstriert. Dieses entspricht der Realsierung eines Ein-Qubit-Quantenspeichers. Bei
den untersuchten physikalischen Systemen handelt es sich beispielsweise um Systeme
basierend auf Kernspinresonanzen in Festkörpern [139; 140; 141] bzw. NV-Zentren in
Diamant [142] oder Quantendots [143]. Darüber hinaus wurde auch ein Ensemble aus
gespeicherten Ionen [130] und Einzelionen verwendet [131]. Zusätzlich zur Realisierung
von Ein-Qubit-Quantenspeichern wurden ebenfalls experimentelle Schritte unternom-
men, den verschränkten Zustand eines Zwei-Qubit-Systems zu speichern [144; 145].
Neben der Realisierung von Quantenspeichern wurde ebenfalls gezeigt, wie Ein-Qubit-
Gatter mit Hilfe von dynamischen Entkopplungspulsen auch dann realisiert werden kön-
nen, wenn die Dauer eines Gatter länger als die Kohärenzzeit des Systems ist [146].

Neben Ein-Qubit-Gattern wurden auch bedingte Zwei-Qubit-Gatter mittels dynami-
scher Entkopplungspulse stabilisiert. Hierbei handelt es sich um ein Hybridsystem, in
dem die beiden Qubits in unterschiedlichen Spins realisiert sind und unterschiedlich
schnell dephasieren [147]. Dabei war es ausreichend die Kohärenzzeit lediglich eines
der Qubits zu verlängern. In einem System aus zwei Quantendots wurde die Güte ei-
nes Verschränkungsgatters mittels eines einfachen Spin-Echo-Pulses stabilisiert [148].
Darüber hinaus wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein Verschränkungsgatter
zwischen zwei gespeicherten Ionen mittels dynamischen Entkopplungspulsen stabilisiert
[70]. Dieses stellt, zusammen mit den beiden vorher genannten Experimenten, die erste
gezielte Anwendung von dynamischen Entkopplungspulsen auf eine bedingte Dynamik
in einem Zwei-Qubit-System dar.

In dem folgenden Kapitel sollen nun die im Rahmen der vorliegenden Arbeit durchge-
führten Experimente, die eine dynamische Entkopplung von Qubits betreffen, vorgestellt
und diskutiert werden. Bei dem verwendeten physikalischen System handelt es sich um
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7. Dynamische Entkopplung von Quantensystemen

Abbildung 7.1.: Übersicht der dephasierenden gekoppelten Qubits. (a) Das phy-
sikalische System besteht beispielsweise aus drei gespeicherten und lasergekühlten
171Yb+-Ionen, deren zustandsabhängiges Resonanzfluoreszenzlicht beobachtet wer-
den kann. (b) Die einzelnen Qubits können aufgrund der vom Magnefeldgradien-
ten induzierten Kopplungen (J12, J23 und J13) miteinander wechselwirken. Neben
dieser Wechselwirkung koppeln die Qubits ebenfalls an die Umgebung, was zur De-
phasierung führt. Ziel der dynamischen Entkopplung ist es nun, das System der
untereinander gekoppelten Qubits effektiv von der Umgebung zu isolieren.

bis zu drei lasergekühlte 171Yb+-Ionen, die mit einer linearen Paul-Falle in einem Ma-
gnetfeldgradienten gespeichert sind (siehe die Abschnitte 2.5 und 4.1). Die Abbildung
7.1 enthält hierzu eine schematische Darstellung.

In der Hyperfeinaufspaltung des Grundzustands jedes Ions ist ein einzelnes Qubit
realisiert (siehe Abschnitt 2.2) und die Zustände sind |0〉 ≡ |2S1/2, F = 0〉 sowie
|1〉 ≡ |2S1/2, F = 1, mF = 1〉. Fluktuationen des Magnetfelds, das ein jedes Ion er-
fährt, führen zu einer unkontrollierten und unbeabsichtigten Wechselwirkung mit der
Umgebung, die, wie im nächsten Abschnitt erläutert, zu einer Dephasierung führt.
Die Kohärenzzeit hierfür beträgt 200(100) µs. Der lineare Zeeman-Effekt erlaubt es
die Ionen innerhalb des Magnetfeldgradienten mit Mikrowellenpulsen im Frequenzraum
einzeln zu manipulieren (vgl. Abschnitt 2.5). Aus den typischen experimentellen Para-
metern (ein Magnetfeldgradient von etwa 19Tm−1 und einer axialen Fallenfrequenz von
124 kHz) folgt eine Frequenzaufspaltung der einzelnen Qubitübergänge von mehreren
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Megahertz. Die maximale Rabi-Frequenz, mit der jedes Qubit manipuliert und somit
ein Ein-Qubit-Gatter realisiert werden kann, beträgt für den verwendeten Mikrowellen-
aufbau typischerweise 50 kHz. Somit lassen sich die einzelnen Qubits mit einem sehr
geringen Übersprechen auf der Größenordnung von 10−5 adressieren (vgl. [112] und
Kapitel 6). Für ein NOT-Gatter beträgt dann die notwendige Pulsdauer 10 µs, was we-
sentlich kürzer als die Dekohärenzzeit ist. Aus diesem Grund sind die realisierten Quan-
tenregister während der Ausführung einzelner Ein-Qubit-Gatter nur wenig von einer
Dephasierung betroffen. Anders verhält es sich mit einem bedingten Zwei-Qubit-Gat-
ter. Die Gatterzeit ist hierbei abhängig von der vom Magnetfeldgradienten induzierten
J-Kopplung (siehe Abschnitt 2.5) zwischen den beiden Qubits. Für die experimentel-
len Parameter (siehe oben) beträgt diese für ein Zwei-Qubit-System aus zwei gespei-
cherten Ionen J12 = 2π×52(8) Hz und für ein Drei-Qubit-System aus drei Ionen gilt
experimentell J12 = 2π×32(4) Hz, J23 = 2π×33(3) Hz und J13 = 2π×18(2) Hz [29].
Die Koplungsstärken von wenigen zehn Hertz führen nun zu Gatterdauern eines CNOT-
Gatters von einigen Millisekunden (siehe Abschnitt 2.1.3). Dieses ist um mindestens
eine Größenordnung länger als die Kohärenzzeit eines Qubits. Daher verhindert die De-
phasierung eine Realisierung von Zwei- und Mehr-Qubit-Gattern in den verwendeten
Quantenregistern.

Bevor nun in dem Abschnitt 7.3.4 demonstriert wird, wie mittels der Anwendung
von dynamischen Entkopplungspulsen trotzdem ein CNOT-Gatter realisiert werden
kann, werden in dem nächsten Abschnitt die theoretischen Grundlagen der dynami-
schen Entkopplung mittels Pulsen dargelegt. In dem Abschnitt 7.2 wird dann zuerst
die experimentelle Realisierung von Ein-Qubit-Quantenspeichern basierend auf dyna-
mischen Entkopplungspulsen präsentiert. Die möglichen Speicherzeiten überragen die
Kohärenzzeit dabei um bis zu drei Größenordnungen. Ein besonderes Augenmerk ruht
dabei auf möglichen Pulsfehlern der Entkopplungspulse und wie diese die Leistungsfä-
higkeit von Pulssequenzen beeinträchtigen können. Darüber hinaus wird eine neuartige
Pulssequenz vorgestellt, die eine hohe Fehlertoleranz aufweist. In dem Abschnitt 7.3
wird dann gezeigt, wie Seqeuenzen von dynamischen Entkopplungspulsen es erlauben,
die innere Dynamik in einem gekoppelten Zwei- und Drei-Qubit-System zu stabilisie-
ren. Dabei wird die Leistungsfähigkeit unterschiedlicher Pulssequenzen verglichen und
es wird untersucht, wie mögliche Pulsfehler die Dynamik des Systems beeinträchtigen
können. Die experimentellen Resultate hierzu wurden in [70] publiziert und stellen die
erste gezielte experimentelle Untersuchung der Wechselwirkung von fehlerbehafteten
Pulssequenzen und einer bedingten Zwei-Qubit-Dynamik dar. Diese Ergebnisse haben
darüber hinaus auch weitere theoretische Untersuchungen einer anderen Arbeitsgruppe
angeregt [149]. Ebenfalls gehören diese Experimente zusammen mit [147; 148] zu den
ersten Realisierungen einer mittels dynamischer Entkopplung stabilisierten bedingten
Zwei-Qubit-Dynamik überhaupt. Danach werden die Erkenntnisse auf ein Drei-Qubit-
System angewandt. Diese Ergebnisse sind neben anderen in [150] publiziert und bilden
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7. Dynamische Entkopplung von Quantensystemen

die Grundlage der effektiven Ausführung eines Quantenalgorithmus, der in Kapitel 9
vorgestellt wird.

Wie man anhand der Literatur zur dynamischen Entkopplung ersehen kann, ist diese
Technik in unterschiedlichen physikalischen Systemen anwendbar. Der Grund hierfür ist,
dass es sich bei dynamischen Entkopplungspulsen um logische Operationen (NOT-Gat-
ter) handelt, die auf die Qubits angewandt werden. Kann also in einem physikalischen
System ein Qubit kodiert und kontrolliert werden, so ist dann auch immer eine dynami-
sche Entkopplung möglich. Aus diesem Grund sind auch alle experimentellen Ergebnisse
dieses Kapitels nicht nur auf gespeicherte Ionen, sondern auch auf andere physikalische
Systeme anwendbar.

7.1. Theoretische Grundlagen

Der folgende Abschnitt enthält die notwendigen theoretischen Grundlagen, die für das
Verständnis der durchgeführten Experimente notwendig sind. Er beginnt mit der Vor-
stellung der Dekohärenz bzw. der Dephasierung eines einzelnen Qubits. Danach wird
eine erste Maßnahme gegen die Dephasierung vorgestellt - der Spin-Echo-Puls. Basie-
rend auf diesem wird die Wirkungsweise einer Sequenz von Pulsen auf die Dephasierung
eines Qubits erörtert, bevor unterschiedliche Pulssequenzen zur dynamischen Entkopp-
lung vorgestellt werden. Am Ende dieser theoretischen Einführung wird die Wirkung der
dynamischen Entkopplungspulse auf ein Mehr-Qubit-System diskutiert. Im Besonderen
wird hier der mögliche Einfluss von Pulsen auf die von der J-Kopplung zwischen den
Qubits hervorgerufenen Dynamik diskutiert.

7.1.1. Dekohärenz

Der Effekt von Dekohärenz kann am einfachsten anhand der Zeitentwicklung eines
einzelnen Qubits, das sich zum Zeitpunkt T0 in dem Superpositionszustand

|ψ〉 = (c0|0〉+ c1|1〉) (7.1.1)

befindet, diskutiert werden. Hierbei sind c0 und c1 komplexe Zahlen, für welche die
Normalisierungsbedingung |c0|2 + |c1|2 = 1 gilt.

Es gibt allgemein zwei unterschiedliche Arten der Dekohärenz. Zum einen die soge-
nannte longitudinale Energierelaxation und zum anderen die transversale Dephasierung
[151]. Der erste Prozess führt zu einer zufälligen Änderung der Besetzungswahrschein-
lichkeiten |c0| und |c1|. Die Zeitskala, auf der ein Qubit seine Information durch Ener-
gierelaxation verliert, wird in der Literatur longitudinale Relaxationszeit T1 genannt. In
dem vorhandenen experimentellen Aufbau wurden in der Abwesenheit von Mikrowellen-
strahlung oder Laserlicht keine Änderungen der Zustandsbesetzungen beobachtet und
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die realisierten Qubits haben daher für alle experimentellen Belange eine unendliche
longitudinale Relaxationszeit (T1 → ∞). Anders verhält es sich mit der transversalen
Dephasierung. Diese führt dazu, dass die relative Phaseninformation eines Superpositi-
onszustands aufgrund der Wechselwirkung mit der Umgebung verändert wird. Für die
Mittelung über viele Messsequenzen (vgl. Abschnitt 4.2) und eine zufällige oder unbe-
kannte Wechselwirkung führt dies zu einem Verlust der Phaseninformation. Die Ursache
dieser Dephasierung sind Fluktuationen des Magnetfeldes am Ort des Ions, in welchem
ein Qubit realisiert ist. Beschrieben werden kann dieses für ein einzelnes Qubit in einem
semi-klassischen Bild durch einen zusätzlichen Hamilton-Operator [152; 151; 153]

HDeph =
~
2
ξ(t)σz (7.1.2)

in Gleichung (2.5.1). In diesem bezeichnet σz die Pauli-Matrix und ξ(t) eine klassische
Zufallsvariable, welche die Fluktuation der Energieaufspaltung des Qubits aufgrund von
Magnetfeldfluktuationen beschreibt. Die Änderung der Energieaufspaltung in Abhän-
gigkeit von den Magnetfeldfluktuationen ergibt sich dabei aus der Breit-Rabi-Formel
(2.5.2).

Die Zeitentwicklung des Superpositionszustands (7.1.1) in einem mit der ungestörten
Energieaufspaltung rotierenden Bezugssystem (vgl. Abschnitt 2.5.3) ergibt sich aus

U(t, t0) = e
− i
~

t∫
t0

HDeph(t ′) dt ′

(7.1.3)

und entspricht einer (stochastischen) Drehung um die z-Achse (vgl. Gleichung (2.1.8)).
In der Konsequenz sammelt der Zustand eine zusätzliche Phase

φerror(t, t0) = −
i

2

t∫
t0

ξ(t ′) dt ′ (7.1.4)

auf. Der zeitabhängige Superpositionszustand folgt aus

|ψ〉(t, t0) = U(t, t0)|ψ〉(t0) (7.1.5)

zu

|ψ〉(t, t0) =
(
e+φerror(t,t0)c0|0〉+ e−φerror(t,t0)c1|1〉

)
, (7.1.6)

was der Dichtematrix

ρ(t, t0) =

(
|c0|2 c0c

∗
1e

+2φerror(t,t0)

c∗0c1e
−2φerror(t,t0) |c1|2

)
(7.1.7)
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entspricht. Sind die Fluktuationen zufällig bzw. nicht mit der Messsequenz synchro-
nisiert, so ergibt sich für jede Einzelmessung eine unterschiedliche zusätzliche Phase
φerror und die Mittelung führt zu einem effektiven Verlust der Phaseninformation. Ist
der Zustand also beispielsweise im Bild der Bloch-Kugel (vgl. Abschnitt 2.1.1) entlang
der y -Achse präpariert, dann folgt für die Kohärenz dieses Zustands [151]

W (t) = 〈σy 〉(t) = e−χ(t), (7.1.8)

wobei 〈σy 〉(t) den zeitabhängigen Erwartungswert der Observablen σy beschreibt und
der Überstrich bezeichnet die Mittelung über ein Ensemble aus mehreren Messungen.
Für die Dichtematrix eines beliebigen Zustands (vgl. (7.1.1)) folgt

ρ(t, t0) =

(
|c0|2 c0c

∗
1W (t)

c∗0c1W (t) |c1|2
)
. (7.1.9)

Der Verlust der Phaseninformation aufgrund der Dephasierung wird vollständig duch
die zeitabhängige Funktion W (t) beschrieben. Phänomenologisch wird für diese häufig
ein exponentieller Zerfall (W (t) = e−t/T

∗
2 ) angenommen [17]. Die Zeitskala der Depha-

sierung wird als transversale Relaxationszeit T ∗2 bezeichnet1.

7.1.2. Spin-Echo-Puls

Nach der Einführung, wie vorhandene Magnetfeldfluktuationen in dem vorhandenen
experimentellen Aufbau zu einer Dephasierung führen, soll nun eine mögliche Gegen-
maßnahme präsentiert werden. Hierbei handelt es sich um den Spin-Echo-Puls, dessen
Entwicklungsgeschichte kurz umrissen werden soll. Im Jahre 1950 beobachtete Erwin
Hahn an einem Ensemble von Protonspins in Glycerin nach Anwendung einer Sequenz
von Radiofrequenzpulsen ein Echosignal der Magnetisierung [132]. Das historische Ex-
periment bestand aus der Anwendung von zwei π/2-Pulsen (vgl. Abschnitt 2.6) und
einer Wartedauer τ0 zwischen diesen Pulsen. Das Echo-Signal (auch Hahn-Echo ge-
nannt) konnte dann τ0 nach dem zweiten Puls registriert werden. Die Ursache dieses
Echos konnte Anhand der Bloch-Kugel-Darstellung erklärt werden. Später entwickelten
Carr und Purcell die Pulssequenz weiter und verwendeten als zweiten Puls einen π-Puls.

Heute bildet dieser sogenannte Spin-Echo-Puls den Grundbaustein der dynamischen
Entkopplung mittels Pulssequenzen, wie sie im Abschnitt 7.1.4 vorgestellt werden. Zur
Vereinfachung soll zuerst der Fall eines einzelnen Qubits betrachtet werden, bevor
im Abschnitt 7.1.5 die Diskussion auf gekoppelte Mehr-Qubit-Systeme erweitert wird.
Der Spin-Echo-Puls besteht aus der Anwendung eines logischen NOT-Gatters (vgl.

1Die Zeit T2 bezeichnet die Kohärenzzeit bei Anwendung eines Spin-Echo-Pulses.
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Abschnitt 2.1.2) auf ein Qubit zwischen zwei Wartezeiten, in denen es sich frei und
gegebenenfalls unter dem Einfluss von Fluktuationen gemäß des Hamilton-Operators
(7.1.2) entwickelt. Die Darstellung in Form einer Quantenschaltung (quantum circuit
diagram) ist in der Abbildung 7.2 (a) zu finden. Die Realisierung in Form eines reso-
nanten π-Pulses (vgl. Abschnitt 2.6) zwischen den beiden Wartezeiten findet sich in
der Teilabbildung (b). In der Teilabbildug (c) ist die Dynamik des Qubits im Bild der
Bloch-Kugel dargestellt.

Abbildung 7.2.: Schematik der Spin-Echo-Sequenz. In der Darstellung einer Quan-
tenschaltung (a) besteht die Sequenz aus zwei freien Entwicklungen U und einem
NOT-Gatter X zwischen diesen beiden. Realisiert wird diese Sequenz durch einen
resonanten π-Puls (b) und Wartezeiten. In der Blochkugeldarstellung (c) entspricht
die Dynamik unterschiedlichen Drehungen. Nach der Präparation des Zustandsvek-
tors beispielsweise entlang der x-Achse, rotiert er um die z-Achse. Die Geschwin-
digkeit dieser Präzession entspricht dabei der Fluktuation. Der π-Puls dreht den
Zustandsvektor um die x-Achse und kehrt die Phasenänderung um. Während der
zweiten Wartedauer präzediert der Zustandsvektor weiter. Ist die Fluktuation auf
der Zeitskala der Wartedauern konstant und sind die beiden Wartedauern identisch,
so befindet sich der Zustand am Ende der Sequenz nun wieder in seinem Anfangs-
zustand. Der Einfluss der Magnetfeldfluktuationen ist damit kompensiert worden.

Die Zeitentwicklung eines Qubits unter dieser einfachsten Pulssequenz ergibt sich
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aus denen der freien Entwicklung U(t1, t0) und U(t2, t1) (vgl. auch Gleichung (7.1.3))
und der des NOT-Gatters X, welches (bis auf eine Phase) durch einen resonanten
π-Puls (vgl. Abschnitt 2.6) realisiert werden kann

USE = U(t2, t1)X U(t1, t0) (7.1.10)

= e
− i

2

t2∫
t1

ξ(t)σz dt

iσx e
− i

2

t1∫
t0

ξ(t)σz dt

(7.1.11)

= e
− i

2

[
t2∫
t1

ξ(t)dt−
t1∫
t0

ξ(t)dt

]
σz

iσx . (7.1.12)

Hier wurde die Eigenschaften der Pauli-Matritzen (siehe Kapitel H) und die Gleichung
(I.1.8) angewandt. Ein Vertauschen des Operators, der die freie Entwicklung des Qubits
beschreibt, und der Pauli-x-Matrix führt somit zu einem Vorzeichenwechsel im Ex-
ponenten. Physikalisch entspricht dies einer Umkehrung der Drehrichtung. Für einen
Spin-Echo-Puls sind die Zeitintervalle vor und nach dem Puls jeweils gleich lang (t2 −
t1 = t1 − t0). Ist darüber hinaus ξ(t) nicht zeitabhängig2, so wird ihr Einfluss vollstän-
dig von dem Spin-Echo-Puls kompensiert. Die resultierende Zeitentwicklung des Qubits
entspricht dann lediglich der des Pulses.

USE ≈ iσx . (7.1.13)

Ist die Fluktuation zeitabhängig, so ergibt sich im Allgemeinen immer noch eine Kom-
pensation, falls die Wartezeiten kurz auf der Zeitskala der zeitlichen Änderung von ξ(t)

sind. Für jedes Einzelexperiment verschwindet somit die zusätzliche Phase φerror und
bei der Mittelung über das Ensemble aus Einzelexperimenten (vgl. (7.1.8)) führt dies
dazu, dass die Kohärenzen nicht länger mit der Zeit zerfallen.

7.1.3. Sequenzen von dynamischen Entkopplungspulsen

In dem vorherigen Abschnitt wurde die mögliche Kompensation des Effekts von Magnet-
feldfluktuationen, die auf ein Qubit wirken, mittels eines einzelnen Spin-Echo-Pulses
vorgestellt. Hierbei ergab sich eine effektive Kompensation der Störung für den Fall,
dass sie während einer Messsquenz zeitlich konstant ist oder sich nur langsam ändert.
Die letzte Bedingung stellt hiermit eine Grenze der Dauer dar, während der ein Qubit
vor Dephasierung geschützt werden kann. Soll diese Dauer verlängert werden, so finden
Sequenzen von dynamischen Entkopplungspulsen Anwendung. Bei diesen Sequenzen
handelt es sich um mehrere resonante π-Pulse, die im Allgemeinen von unterschied-
lichen Wartedauern unterbrochen sind. Zur Beschreibung einer solchen Sequenz wird

2Hierbei kann es sich auch um eine Verstimmung des antreibenden Mikrowellenfeldes während einer
Messsequenz handeln. In dem rotierenden Bezugssystem führt dieses zu einer Drehung mit der
Verstimmung um die z-Achse, was der gleichen Zeitwentwicklung entspricht.
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davon ausgegangen, dass N Pulse während einer Gesamtdauer von T zu den Zeit-
punkten α1T , α2T , ... αNT angewandt werden. Hierbei bezeichnet αi : i = 1...N

den relativen Zeitpunkt, zu dem der i-te Puls während der Gesamtdauer T ausgeführt
wird (αi ∈ [0,1]). Des Weiteren wird davon ausgegangen, dass die Pulse infinitesimal
kurz sind. In dem vorherigen Abschnitt wurde erläutert, dass ein einzelner π-Puls die
Drehrichtung des Qubits umkehrt bzw. das Vorzeichen im Exponenten des Zeitentwick-
lungsoperators ändert (siehe Anhang I). Die Beiträge zu der zusätzlichen Phase φerror,
die während einer Messsequenz durch Fluktuationen aufgesammelt wird, ändern somit
nach jedem dynamischen Entkopplungspuls ihr Vorzeichen und es gilt [131]

φerror =

n∑
i=0

(−1)i
∫ αi+1

αi

ξ(t) dt. (7.1.14)

Die relativen Zeitpunkte α0 und αn+1 bezeichnen hierbei den Anfang der ersten bzw.
das Ende der letzten freien Entwicklungsdauer. Für den Fall, dass die Fluktuationen
ξ(t) während einer Messsequenz durch ein Polynom

ξ(t) = p0 + p1t + p2t
2 + ...+ pn−1t(N − 1) (7.1.15)

vom Grad N−1 beschrieben werden kann, verschwindet die zusätzliche Phase, falls die
Pulse zu den relativen Zeitpunkten

αi = sin2

(
π

2

i

n + 1

)
(7.1.16)

ausgeführt werden [131]. Somit kann eine Sequenz aus N Pulsen eine Fluktuation in
Form eines beliebigen Polynoms vom Grad N − 1 vollständig kompensieren und eine
Dephasierung verhindern, was in der Abbildung 7.3 illustriert ist. In der Praxis lassen
sich die Fluktuationen jedoch nur unzureichend durch ein Polynom annähern. Die obi-
ge Motivation nach [131] wurde lediglich aufgrund ihrer Anschaulichkeit gewählt. Die
Gleichung (7.1.16) definiert die sogenannte UDD-Sequenz (Uhrig dynamical decoup-
ling; benannt nach G. S. Uhrig), die basierend auf einem anderen analytischen Ansatz
entdeckt worden ist [136].

Eine andere Betrachtungsweise, die einen tieferen Einblick in die Wirkunsgweise einer
Sequenz von dynamischen Entkopplungspulsen gewährt, ist die Interpretation der Puls-
sequenz als Filterfunktion [152; 151]. Hierbei wird die Fluktuation ξ(t) nicht länger im
Zeitbereich, sondern im Spektralbereich betrachtet. Die Rauschleistungsdichte Sξ(ω)

entspricht dabei der Fourier-Transformation der Korrelationen, welche den stochasti-
schen Prozess der Fluktuationen beschreiben [152]. Für den Zerfall der Kohärenzen
(vgl. Gleichung (7.1.8)) folgt dann [151]

χ(t) =
2

π

∫ ∞
0

Sξ(ω)

ω2
F (ωt) dω, (7.1.17)
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Abbildung 7.3.: Wirkungsweise der UDD-Sequenz. Die Störung wird beschrieben
durch ein Polynom dritter Ordnung und die Sequenz hat vier Pulse. Die resultieren-
de Phase φerror entspricht der Fläche unter dem Polynom. Jeder Puls ändert das
Vorzeichen der unterschiedlichen Beiträge (unterschiedliche Grüntöne), die sich ge-
genseitig Aufheben.

wobei F (ωt) die Filterfunktion der verwendeten Pulssequenz bezeichnet. Analytische
Ausdrücke für die Filterfunktionen von den im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Puls-
sequenzen finden sich beispielsweise in [152] und [151] und sind im Anhang K zusam-
mengefasst.

Ist die Rauschleistungsdichte Sξ(ω) bekannt, dann lässt sich mittels der Gleichung
(K.0.1) der Zerfall der Kohärenzen vorhersagen oder aber die Pulssequenz und da-
mit die Filterfunktion optimieren [130]. Im Gegenzug erlaubt eine experimentelle Be-
stimmung des Zerfalls der Kohärenz die Charakterisierung der Rauschleistungsdichte
[154; 155; 156]. Dabei wird der Umstand ausgenutzt, dass die Filterfunktion einer ge-
gebenen Pulssequenz einige Rauschkomponenten besser als andere unterdrückt. Die
beobachtete Dephasierung wird somit von den Komponenten, die weniger gut unter-
drückt werden, dominiert und erlaubt somit Rückschlüsse auf deren Stärke. Anwendung
findet dieser Ansatz ebenso in einem Einzelion-Quanten-Lock-In-Verstärker [94]. Bei
diesem werden Pulssequenzen benutzt, die sehr empfindlich auf Fluktuationen bei Har-
monischen einer bestimmten Frequenz ω sind. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein solcher
Einzelion-Quanten-Lock-In-Verstärker im Abschnitt 6.6 benutzt, um die Stärke der Mi-
krowellen-Lichtverschiebung zu messen.

7.1.4. Verschiedene Pulssequenzen zur dynamischen Entkopplung

Wie in dem vorherigen Abschnitt erläutert, entspricht eine verwendete Pulssequenz
einer Filterfunktion, die das Umgebungsrauschen, welches ein Qubit erfährt, unter-
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Abbildung 7.4.: Pulstaktung dreier unterschiedlicher Sequenzen. Während einer
Gesamtsequenzdauer T werden jeweils vier Entkopplungspulse verwendet. Die Dau-
er zwischen den Pulsen ist jeweils als Bruchteil der Gesamtdauer angegeben. Die
CPMG-Sequenz entspricht einer Wiederholung der Spin-Echo-Sequenz. Die PDD-
Sequenz hingegen zeichnet sich durch konstante Wartedauern aus. Die Taktung
der UDD-Sequenz folgt aus der Gleichung (7.1.16).

drücken kann. Hierbei ist es die Pulstaktung, also die Zeitpunkte zu denen die Pulse
ausgeführt werden, welche die Filterfunktion definiert. Die Phase der einzelnen Pulse
und somit die Drehachsen im Bild der Bloch-Kugel haben hierbei keinen Einfluss auf
die Rauschunterdrückung, so lange sie in der xy -Ebene liegen. Mathematisch lässt sich
dieser Sachverhalt dadurch motivieren, dass weder σx noch σy mit der Zeitentwicklung
der Fluktuationen (vgl. Gleichung 7.1.3) kommutieren. Für eine etwas detailliertere
Rechnung soll hier auf den Anhang I verwiesen werden. Somit gibt es eine Vielzahl un-
terschiedlicher Sequenzen, die im Rahmen der dynamischen Entkopplung Verwendung
finden können. Diese sind dabei entweder auf das vorhandene Rauschen hin optimiert,
oder aus anderen praktischen Gründen vorteilhaft, da sie beispielsweisen robust gegen-
über Pulsfehlern sind. Die Auswahl einer geeigneten Sequenz kann somit ein umfangrei-
ches Forschungsvorhaben darstellen, was im weiteren Verlauf dieses Kapitels dargelegt
werden soll.

An dieser Stelle sollen nun die untersuchten Sequenzen vorgestellt werden. Sie lassen
sich anhand der Pulstaktung und der relativen Phasen der einzelnen Pulse ordnen. Die
erste Einteilung soll anhand der Taktung erfolgen und ist in der Abbildung 7.4 darge-
stellt. Insgesamt wurden drei unterschiedliche Pulstaktungen untersucht. Die erste ist
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die der CPMG-Sequenz (benannt nach Herman Y. Carr, Edward M. Purcell, S. Mei-
boom und D. Gill) [133; 134], wobei es sich um Wiederholungen von Spin-Echo-Pulsen
handelt. In einer formalen Schreibweise lässt sich diese Sequenz mit N Pulsen, wobei
N gerade sei, und einer Gesamtsequenzdauer von T darstellen als

[τXτ ]N = [τXττXτ ]N/2. (7.1.18)

Hier entspricht τ der Zeitentwicklung während einer Wartedauer τCPMG
0 = T/(2N) und

X der eines Entkopplungspulses. Die Filterfunktion dieser Sequenz kann Harmonische
von

ωCPMG
0 =

π

2τCPMG
0

(7.1.19)

nicht unterdrücken [154]. Eine beobachtete Dephasierung erlaubt Rückschlüsse auf die
Stärke dieser Rauschkomponenten.

Eine andere Taktung ist die einer sogenannten PDD-Sequenz (periodic dynamical
decoupling). Sie entspricht konstanten Wartedauern zwischen zwei Pulsen und den
gleichen Dauern auch am Anfang und am Ende der Sequenz. Formal lässt sich eine
solche Sequenz mit N Pulsen und einer Gesamtdauer T darstellen als

[τX]N τ = [τXτX]N/2
τ. (7.1.20)

Bei dieser Sequenz sind es Harmonische der Frequenz

ωPDD
0 =

π

τPDD
0

(7.1.21)

mit τPDD
0 = T/(N + 1), die von der resultierenden Filterfunktion nicht unterdrückt

werden können [94].
Die dritte untersuchte Taktung ist die der UDD-Sequenz. Bei dieser ergibt sich der

Zeitpunkt, zu dem ein Puls ausgeführt wird aus der Gleichung (7.1.16).
Ein Spezialfall einer Pulssequenz ist das sogenannte Spin-Lock [34]. Bei diesem wird

kontinuierlich ein Feld eingestrahlt, ohne dass es Wartedauern gibt. Man kann es somit
als Grenzfall einer Pulssequenz mit unendlich vielen Pulsen und somit infinitesimal
kurzen Wartezeiten zwischen den Pulsen auffassen.

Für jedes Pulstiming können die relativen Phasen der Einzelpulse frei gewählt werden,
denn wie oben erwähnt haben sie keinen Einfluss auf die Filterfunktion und somit auf
die Unterdrückung des Rauschens. Jedoch können mögliche Fehler der einzelnen Pulse
den Zustand des Qubits unkontrolliert beeinflussen und zu einer Dekohärenz führen.
Somit können Sequenzen, die sich lediglich in der Wahl der Phasen unterscheiden, zu
unterschiedlichen Ergebnissen führen. In den Abschnitten 7.2.2 und 7.3.2 wird dieser
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Aspekt anhand eines Ein-Qubit-Zustands und einer bedingten Zwei-Qubit-Dynamik ex-
perimentell untersucht. Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Phasenlagen, die auf
jeder der drei Timings angewendet werden können, lassen sich in zwei unterschiedliche
Kategorien einteilen.

Die erste Kategorie entspricht der Wahl einer konstanten Phase und solche Sequen-
zen sollen als symmetrisch bezeichnet werden. Die Fehlertoleranz einer solchen Sequenz
hängt von dem Zustand des Qubits ab. Für den Fall, dass die Drehachse der Pulse par-
allel oder anti-parallel zum Zustandsvektor ausgerichtet sind, ist eine solche Sequenz
sehr robust gegenüber Pulsfehlern. Sind die Achsen jedoch senkrecht, so ist die Sequenz
sehr pulsfehleranfällig. Ein Vergleich der Fehlertoleranz für zwei solcher symmetrischen
Sequenzen angewandt auf den gleichen Superpositionszustand findet sich im Anhang J.
Da der Qubitszustand in einem Quantenalgorithmus im Allgemeinen unbekannt ist oder
sich während einer Dynamik ändert, ist die Leistungsfähigkeit einer solchen Sequenz
unvorhersehbar.

Sequenzen, die für jeden beliebigen Superpositionszustand eine gleiche Fehleranfällig-
keit besitzen, werden im weiteren als isotrop bezeichnet. Bei diesen Sequenzen wird der
Zustand um unterschiedliche Drehachsen rotiert. Das einfachste Beispiel einer solchen
Sequenz ist die Abwechslung von Drehungen um zwei orthogonale Achsen innerhalb
der xy -Ebenen. Die sogenannte CPMGxy -Sequenz mit N Pulsen (wobei N gerade sei)
lautet dann formal

[τX̄τ2Y τ ]N/2, (7.1.22)

wobei X̄ einer (negativen) Drehung um die x-Achse und Y einer positiven Drehung um
die y -Achse entspricht. Eine andere Wahl der Phasen basiert auf einer Verschachtelung
der Phasenlagen in einer interativen Konstruktion. Die n-te Ordnung lässt sich dabei
formal beschreiben als

C-CPMGn = [
√
C-CPMGn τY τ C-CPMGn τX̄τ

√
C-CPMGn ]2 (7.1.23)

mit der Startsequenz C-CPMG1 = [τY ττX̄τ ]2. Der Name bezieht sich dabei auf die
Verschachtelung der Phasen bei einer CPMG-Sequenz (concatenated CPMG). Neben
Pulssequenzen, die lediglich aus Rotationen entlang zweiter orthogonaler Achsen be-
stehen, lassen sich auch sehr fehlertolerante Sequenzen basierend auf mehreren unter-
schiedlichen Drehachsen konstruieren. Eine solche ist die sogenannte KDD-Sequenz
(benannt nach E. Knill) [140]. Die Phasenlagen entsprechen hierbei der eines sehr ro-
busten aus mehrere π-Pulsen zusammengesetzten Pulses [142]. Formal lässt sich diese
Sequenz mit einem CPMG-Timing darstellen als

KDDφ = [τ (π)π/6+φ τ
2 (π)φ τ

2 (π)π/2+φ τ
2 (π)φ τ

2 (π)π/6+φ τ ]. (7.1.24)
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Der Operator (π)ϕ entspricht hierbei einem π-Puls mit einer Phase ϕ. Um die Fehler-
toleranz für mehr Pulse zu erhöhen, wird die Sequenz

KDD = [KDDφ KDDφ+π/2]2 (7.1.25)

mit 20 Pulsen genutzt. Sind weitere Entkopplungspulse notwendig, wird diese Sequenz
wiederholt.

In Anhang J werden die Pulsfehlertoleranzen der unterschiedlichen Sequenzen mittels
Simulationsrechnungen verglichen. Dabei stellt sich heraus, dass isotrope Sequenzen,
die aus Drehungen um unterschiedliche Achsen zusammengesetzt sind, eine deutlich
größere Pulsfehlertoleranz aufweisen als Pulse mit konstanten Phasen und somit kon-
stanten Drehachsen.

Bisher wurde immer davon ausgegangen, dass die dynamischen Entkopplungspulse
infinitesimal kurz sind. Die Gesamtentwicklungsdauer, während der sich ein Qubit ent-
wickelt, ist dann einfach die zeitliche Sequenzlänge. Für endliche Pulsdauern entspricht
die gesamte Entwicklungsdauer der Summe der Wartezeiten zwischen den Pulsen. Eine
detaillierte Diskussion des Einflusses von endlichen Pulsdauern (auch auf die Filterfunk-
tionen) findet sich zum Beispiel in [151].

7.1.5. Dynamische Entkopplungspulse und J-Kopplungen

In den vorherigen Abschnitten wurde die Dephasierung und die Anwendung von dynami-
schen Entkopplungspulsen an einem einzelnen Qubit erörtert. Nun wird ein System von
N miteinander gekoppelten Qubits angenommen. Realisiert wird dieses System durch
eine lineare Kette von N Ionen in einem Magnetfeldgradienten (siehe Abschnitt 2.5).
Der Hamilton-Operator dieses System ist in der Gleichung (2.5.18) gegeben. Die Ma-
gnetfeldfluktuationen, welche die Dephasierung eines einzelen Qubits zur Folge haben,
führen für jedes Qubit zu einem zusätzlichen Beitrag der Form (7.1.2). In Gleichung
(2.5.18) lautet der zusätzliche Hamilton-Operator, der die Dephasierung beschreibt

HDeph =
~
2

N∑
i=1

ξi(t)σ
(i)
z . (7.1.26)

Eine zu dem Abschnitt 7.1.1 analoge Betrachtungsweise führt zur Dephasierung eines
jeden einzelnen Qubits3 und die Anwendug von dynamischen Entkopplungspulsen auf

3Typischerweise beträgt die Länge der Ionenkette weniger als 100 µm. Daher kann man in der Praxis
davon ausgehen, dass das von Geräten außerhalb des Vakuumrezipienten hervorgerufene Magnet-
feldrauschen in einem Quantenregister homogen ist. Das Rauschen und somit die Dephasierung, die
ein jedes Qubit erfährt ist dann identisch.
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jedes einzelne Qubit kann dessen Kohärenz stabilisieren. In dem Anhang I.2 wird dieses
genauer diskutiert. An dieser Stelle soll nun der Einfluss von dynamischen Entkopp-
lungspulsen auf die J-Kopplung in den Vordergrund der Betrachtung rücken. Explizit
wird dieses anhand der im Rahmen dieser Arbeit experimentell untersuchten vollständig
gekoppelten Zwei- und Drei-Qubit-Systeme diskutiert.

Der Hamilton-Operator der Kopplung zwischen den beiden Qubits i und j lautet (vgl.
Gleichung (2.5.18))

H̃sys = −
~
2
Ji jσ

(i)
z σ

(j)
z (7.1.27)

und die resultierende Zeitentwicklung eines Zeitintervalls τ0 ist somit

Θi j = e
i
2
Ji jσ

(i)
z σ

(j)
z τ0. (7.1.28)

Die elementaren Bausteine einer Pulssequenz sind somit die Wartedauern Θi j , während
denen eine gekoppelte Dynamik stattfindet, und das NOT-Gatter Xi auf dem Qubit i .
Im Anhang I.2 findet sich die Berechnung, aus der folgt, dass die Vertauschung eines
Einzelpulses mit der Wartedauer das Vorzeichen des Exponenten in Gleichung (7.1.28)
ändert und somit die Zeitentwicklung unter dem Einfluss der J-Kopplung umkehrt. Im
Weiteren wird hierfür die Notation

Θi jXi = XiΘ̄i j (7.1.29)

verwendet und es gilt

Θ̄i j = e−
i
2
Ji jσ

(i)
z σ

(j)
z τ0. (7.1.30)

und somit

Θi jΘ̄i j = 1. (7.1.31)

Ein Puls auf ein Qubit k 6= i , j vertauscht hingegen mit der Zeitentwicklung aufgrund
der Kopplung, da die Operatoren auf unterschiedliche Vektorräume wirken (vgl. Ab-
schnitt H).

Wird nun ein Entkopplungspuls auf lediglich eines der beiden Qubits angewandt, so
lautet die Zeitentwicklung (siehe auch beispielsweise [126] und Abschnitt I)

Θi jXiΘi j = Θi jΘ̄i jXi = Xi (7.1.32)

und der Einfluss der J-Kopplung wird kompensiert4. Wird auf jedes der Qubits simultan
ein Puls angewandt, so folgt analog

Θ12X1X2Θ12 = Θ12X1Θ̄12X2, (7.1.33)

= Θ2
12X1X2 (7.1.34)

4Hierbei wird das andere Qubit j jedoch nicht vor einer Dephasierung geschützt.
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und die J-Kopplung bleibt erhalten (siehe auch beispielsweise [34] und Abschnitt I).
Die Anwendung einer Sequenz von dynamischen Entkopplungspulsen kann somit die
Kohärenzen der beiden Qubits gegenüber Magnetfeldfluktuationen stabilisieren und da-
bei die Dynamik aufgrund der J-Kopplung unbeeinflusst lassen, falls die Pulse simultan
erfolgen. Technisch ist an dem vorhandenen Mikrowellenaufbau eine solche simultane
Ausführung nicht möglich, da zu einer bestimmten Zeit immer nur ein Signal einer Fre-
quenz erzeugt werden kann. Aus diesem Grund werden die Pulse, die an unterschiedliche
Qubits adressiert werden, unmittelbar nacheinander ausgeführt. Weil die Pulsdauern ei-
ne Größenordnung kürzer als die typischen Wartedauern zwischen den Pulsen sind,
entspricht dieses einer simultanen Ausführung der Pulse in guter Näherung.

Die Eigenschaft eines π-Pulses, den Effekt der J-Kopplung zwischen Qubits zu kom-
pensieren, kann bei der Methode der sogenannten selektiven Ankoplung (selective re-
coupling) genutzt werden [126]. Hierbei handelt es sich um die Konstruktion von Puls-
sequenzen, bei denen in einem N-Qubit-System durch einzelne π-Pulse die Effekte
aller oder ausgewählter Kopplungen im Zeitmittel unterdrückt werden kann. Soll diese
Technik auf ein dephasierendes System übertragen werden, so müssen die dynamischen
Entkopplungspulssequenz und die Ankoppelpulse miteinander kombiniert werden. Sol-
ches wird im Folgenden anhand eines Drei-Qubit-Systems demonstriert.

In einem vollständig gekoppelten Drei-Qubit-System ergeben sich auf den Gleichun-
gen (7.1.29) bis (7.1.34) aufbauende Überlegungen. Der Hamilton-Operator lautet hier
(vgl. Gleichung (2.5.18))

H = −
~
2

(
J12σ

(1)
z σ(2)

z + J23σ
(2)
z σ(3)

z + J13σ
(1)
z σ(3)

z

)
(7.1.35)

und führt zu der Zeitentwicklung der Form

U = Θ12Θ23Θ13 ≡ Θ, (7.1.36)

wobei die Θi j (i , j = 1,2,3) sich jeweils aus der Gleichung (7.1.28) ergeben. Diese
Zerlegung der Zeitentwicklung ist gültig, da die auftretenden Pauli-Matrizen entweder
identisch sind, oder sich auf unterschiedliche Vektorräume beziehen und somit alle
kommutieren. Wie für das gekoppelte Zwei-Qubit-System ergeben sich unterschiedliche
effektive Zeitentwicklungen, je nachdem auf welchem Qubit Pulse angewandt werden.

Die erste Möglichkeint sind N Pulse (wobei N gerade sei), die simultan auf alle drei
Qubits angewandt werden. Die Zeitentwicklung ist nun

[(Θ12Θ23Θ13)X1X2X3(Θ12Θ23Θ13)]N = (Θ12Θ23Θ13X1X2X3)N/2

(X1X2X3Θ12Θ23Θ13)N/2 (7.1.37)

= (Θ12Θ23Θ13)2N . (7.1.38)
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7.1. Theoretische Grundlagen

Abbildung 7.5.: Pulssequenz um alle J-Kopplungen zu erhalten. (a) Die Pulsse-
quenz führt dazu, dass ein System aus drei gekoppelten Qubits von der Umgebung
effektiv isoliert wird (gepunktet dargestellt), während die J-Kopplungen der Qubits
untereinander erhalten bleiben. (b) Die Sequenz hierfür basiert im Bild Quanten-
schaltung auf der simultanen Ausführung von NOT-Gattern (X) zwischen der be-
dingten Dynamik aufgrund der J-Kopplungen (Θ). (c) Realisiert wird diese Sequenz
durch simultane π-Pulse und Wartezeiten.

Hier kommutiert Θi j mit XiXj und mit Xk für k 6= i , j und daher bleibt die Wirkung aller
J-Kopplungen erhalten (siehe auch Gleichung (I.2.13)). Eine hierauf basierende Pulsse-
quenz wird in der Abbildung 7.5 vorgestellt. Die Sequenz besteht dabei aus einer Wieder-
holung von Wartedauern und simultanen Pulsen, die auf alle Qubits angewandt werden.
Die Zeitentwicklung entspricht hierbei (bis auf die lokalen Ein-Qubit-Rotation der Pul-
se) der eines vollständig gekoppelten Systems, wobei die (Ein-Qubit-)Kohärenzen aller
Qubits vor einer Dephasierung geschützt werden. Eine solche Sequenz wird in dem
Abschnitt 7.3.5 und dem Kapitel 9 verwendet.

Eine andere Sequenz ist die, in welcher die dynamischen Entkopplungspulse nur auf
zwei Qubits (beispielsweise 1 und 3) angewandt werden. Die Zeitentwicklung einer
Sequenz ist dann

[(Θ12Θ23Θ13)X1X3(Θ12Θ23Θ13)]N = (Θ13X1X3)N/2(X1X3Θ13)N/2 (7.1.39)

= Θ2N
13 . (7.1.40)

Einzig der Beitrag Θ13 bleibt erhalten, da er mit X1X3 kommutiert. Die Beiträge Θ12

und Θ23 werden hingegen kompensiert, da sie nicht mit X1 bzw. X3 kommutieren (siehe
auch Gleichung (I.2.17)). Somit bleibt einzig die Kopplung zwischen den beiden Qubits
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7. Dynamische Entkopplung von Quantensystemen

Abbildung 7.6.: Pulssequenz um ein gekoppeltes Zwei-Qubit-System zu isolieren.
(a) Die Pulssequenz isoliert hier das erste und dritte Qubit sowohl von dem zweiten
Qubit als auch von der Umgebung. Das zweite Qubit ist während dieser Sequenz
nicht vor Dephasierung geschützt und wechselwirkt mit der Umgebung. (b) In
der Darstellung einer Quantenschaltung entspricht diese Sequenz der Anwendung
von NOT-Gattern auf dem ersten und dem dritten Qubit. (c) Die Realisierung
entspricht π-Pulsen, die nur an diese beiden Qubits adressiert werden. Das zweite
Qubit wird nicht manipuliert.

erhalten, auf denen die Entkopplungspulse ausgeführt werden. Eine hierauf basierende
Sequenz ist in der Abbildung 7.6 dargestellt. Lediglich die Qubits 1 und 3 werden mit
Pulsen adressiert und somit werden auch nur ihre Kohärenzen stabilisiert. Das Qubit
2 hingegen dephasiert, da keine Pulse an es adressiert werden. Während der Sequenz
wird es effektiv zu einem Teil der Umgebung, von dem das verbleibende gekoppelte
Zwei-Qubit-System isoliert wurde. Diese Sequenz wurde in [29; 56] verwendet um in
einem Drei-Qubit-System zwischen zwei Qubits ein CNOT-Gatter zu realisieren und
diese zu verschränken.

Eine dritte Sequenz, bei der effektiv nur die Kopplung zwischen zwei Qubits wirkt
und zugleich alle Qubit gegen Dephasierung geschützt werden, ist in der Abbildung 7.7
dargestellt. Diese basiert auf der Anwendung eines zusätzlichen Spin-Echo-Pulses auf
lediglich einem der Qubits (beispielsweise dem zweiten). Die Zeitentwicklung für eine
Pulssequenz mit N simultanen Pulsen und diesem zusätzlichen Puls lautet dann (siehe
auch Gleichung (7.1.38))

(Θ12Θ23Θ13)NX2(Θ12Θ23Θ13)N = X2(Θ13)2N. (7.1.41)

Da nur Θ13 mit X2 kommutiert, werden die Beiträge Θ12 und Θ23 kompensiert (sie-
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7.1. Theoretische Grundlagen

Abbildung 7.7.: Kombination aus dynamischer Entkopplung und ausgewählter An-
kopplung. (a) Die Pulssequenz soll dazu führen, dass die drei Qubits von der Um-
gebung isoliert werden und gleichzeitg nur die J-Kopplung zwischen dem ersten
und dritten Qubit wirkt. (b) Die Kombination von dynamischer Entkopplung und
ausgewählter Ankopplung basiert hierbei auf einem NOT-Gatter, das zusätzlich auf
dem zweiten Qubit in der Mitte der dynamischen Entkopplungssequenz ausgeführt
wird. (c) Die Umsetzung entspricht einem einfachen zusätzlichen π-Puls.

he auch Gleichung (I.2.18)). Während der Sequenz in Abbildung 7.7 werden an allen
Qubits simultan dynamische Entkopplungspulse adressiert. Zusätzlich wird nun genau
in der Mitte der Sequenz nur an das zweite Qubit ein zusätzlicher Spin-Echo-Puls adres-
siert. Die Zeitentwicklung vor und nach diesem wird von allen J-Kopplungen bestimmt.
Der zusätzliche Puls kompensiert nun alle Beiträge der Kopplungen J12 und J23, wo-
durch das zweite Qubit effektiv von den verbleibenden gekoppelten Zwei-Qubit-System
entkoppelt wird. Jedoch sorgt diese Sequenz dafür, dass die Kohärenz des entkoppelten
Qubits auch von der Umgebung isoliert wird und seine Kohärenzen somit vor Dephasie-
rung geschützt werden. Diese Sequenz wird in dem Abschnitt 7.3.5 und dem Kapitel
9 verwendet, wo sie die simultane Realisierung eines Quantenspeichers und eines be-
dingten Zwei-Qubit-Gatters erlaubt. Darüber hinaus dient sie in Kapitel 8 dazu, die
Kopplung zwischen jeweils zwei Qubits in einem Drei-Qubit-Register zu messen (vgl.
auch Abschnitt 4.8).
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7. Dynamische Entkopplung von Quantensystemen

Abbildung 7.8: Übersicht der
dynamischen Entkopplung eines
Ein-Qubit-Zustands. Ziel ist
es hierbei mittels dynamischer
Entkopplungspulse die Wech-
selwirkung des Qubits mit der
Umgebung zu unterdrücken
(gepunktet dargestellt).

7.2. Dynamische Entkopplung eines Einzelqubits

Im folgenden Abschnitt werden nun Experimente, in denen der Zustand eines einzelnen
Qubits vor Magnetfeldrauschen geschützt wird, präsentiert. Das einzelne Qubit ist hier-
bei in der magnetfeldabhängigen Basis des magnetischen σ+-Übergangs (vgl. Abschnitt
2.2) realisiert und die Qubitzustände sind |0〉 ≡ |2S1/2, F = 0〉 bzw. |1〉 ≡ |2S1/2, F =

1, mF = 1〉. Der spezielle Zustand, an dem die dynamische Entkopplung untersucht
wird, ist der Superpositionszustand 1/

√
2(|0〉 + i |1〉). Im Kontext der Quanteninfor-

mationsverarbeitung entspricht dieses der Realisierung eines Einzelqubit-Quantenspei-
chers mit einer möglichen Speicherdauer, die mittels dynamischen Entkopplungspulsen
verlängert worden ist. Die Abbildung 7.8 illustriert diesen Sachverhalt. Es wird dabei
ebenfalls explizit untersucht, wie fehlerhafte Pulssequenzen den Zustand unkontrolliert
beeinflussen können.

7.2.1. Dynamische Entkopplung eines Ein-Qubit-Zustands

Als Erstes wird die Kohärenzzeitverlängerung aufgrund der Anwendung dynamischer
Entkopplungspulse demonstriert. Hierfür werden Ramsey-artige Messungen genutzt
(vgl. Abschnitt 4.6). Das Qubit wird dabei in dem Superpositionszustand initialisiert,
anschließend wird während einer freien Entwicklungsdauer eine Entkopplungssequenz
angewandt. Bei dieser Sequenz handelt es sich um eine CPMGyy -Sequenz mit vier Pul-
sen (vgl. Abschnitt 7.1.4). Im Anschluss wird mit einem π/2-Puls die Kohärenz des
Zustands untersucht. Die Phase dieses π/2-Pulses wird dabei variiert, was die Beob-
achtung von Ramsey-Streifen erlaubt.

In Abbildung 7.9 sind die Resultate für freie Entwicklungsdauern von 1ms und 3ms
dargestellt. Nach 1ms zeigt sich ein deutlicher Kontrast der Ramsey-Streifen, die ihr
Minimum wie zu erwarten bei π aufweisen. Die Fidelity des Zustands nach 1ms lässt
sich zu 0.91(4) bestimmen (vgl. Abschnitt 4.7). Vergleicht man dieses mit der ein-
gangs erwähnten Kohärenzzeit von T ∗2 =200(100) µs, so zeigt sich hier die Fähigkeit
der dynamischen Entkopplungspulse die Kohärenzzeit zu verlängern. Wird die freie Ent-
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Abbildung 7.9: Beobachtete
Ramsey-Streifen. Während
der freien Entwicklungsdauer
von entweder 1ms oder 3ms
wird eine CPMGyy -Sequenz
mit vier Entkopplungspulsen
ausgeführt. Der Kontrast der
Streifen nach 1ms demonstriert
die erhaltene Kohärenz des
Quantenzustandes. Für eine
freie Entwicklungsdauer von
3ms hingegen ist der Kontrast
bereits reduziert.

wicklungsdauer weiter auf 3ms erhöht, so reduziert sich der Streifenkontrast und die
Fidelity sinkt auf 0.68(7). Somit geschieht die Dephasierung nun auf einer Zeitskala
von wenigen Millisekunden.

Zur näheren Untersuchung der Leistungsfähigkeit von Entkopplungssequenzen und
der möglichen Kohärenzzeiten, die sich erzielen lassen, wird nun die freie Entwicklungs-
dauer für eine feste Anzahl von Pulsen einer CPMG-Sequenz variiert. Mit der Gesamt-
entwicklungsdauer T ändert sich auch die Zeitkonstante τCPMG

0 = T/(2N) zwischen
den Pulsen, was einer Änderung der resultierenden Filterfunktion entspricht. Aus die-
sem Grund erlauben die Ergebnisse auch Rückschlüsse auf die Rauschleistungsdichte
und starke Rauschkomponenten bei Harmonischen von ωCPMG

0 = π/(2τ) lassen sich
gegebenenfalls identifizieren. Die Phasen der Pulse sind konstant und entsprechen Ro-
tationen um Drehachsen parallel zum Zustandsvektor. Diese CPMGyy -Sequenz ist für
den verwendeten Superpositionszustand robust und somit ist ihre Leistungsfähigkeit
hier unabhängig von möglichen Pulsfehlern, deren Einfluss in dem Abschnitt 7.2.2 ex-
plizit untersucht wird. Um den experimentellen Aufwand zu reduzieren, wird die Phase
des zweiten π/2-Puls im Ramsey-Experiment gleich der des ersten gewählt (ϕ = 0).
Die gemessene Anregungswahrscheinlichkeit entspricht dann idealerweise der des Maxi-
mums der Interferenzstreifen und erlaubt somit die Bestimmung des Streifenkontrasts.

In der Abbildung 7.10 (a) bis (c) sind einige exemplarische Ergebnisse für 4, 24
und 84 Pulse dargestellt. Wie man erkennen kann, nimmt die Zeitskala, während der
eine deutliche Anregungswahrscheinlichkeit beobachtet werden kann, mit der Anzahl
an Pulsen zu. An die Daten ist das phänomenologischen Modell (siehe zum Beispiel
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Abbildung 7.10.: Verlängerte Kohärenzzeiten für steigende Anzahl von dynami-
schen Entkopplungspulsen einer CPMGyy -Sequenz. Für eine konstante Phase ϕ = 0

des zweiten Ramsey-Pulses werden die Streifenmaxima detektiert. Die freie Ent-
wicklungsdauer wird dabei für eine feste Anzahl von Pulsen variiert (a) - (c). Für
vier Pulse (a) beträgt die Kohärenzzeit bereits 2,9(6)ms. Für 24 Pulse (b) ist sie
weiter auf 10(1)ms erhöht und für 84 Pulse (c) beträgt sie 15(2)ms.

[142; 156])

P (T ) =
1

2

(
1 + C e−(T/τcoh)n

)
(7.2.1)

angepasst. Hierbei entspricht T der verwendeten freien Entwicklungsdauer, C dem Strei-
fenkontrast, τcoh der zu bestimmenden Kohärenzzeit und n einem Parameter zwischen
2 und 75. So folgt für die drei unterschiedlichen Sequenzlängen τ4Pulse

coh = 2.9(6)ms,
τ24Pulse

coh = 10(1)ms und τ84Pulse
coh = 15(2)ms. Bei einer genaueren Betrachtung fallen

die deutlich reduzierten Anregungswahrscheinlichkeiten bei 3,5ms für vier Pulse und bei
4ms für 24 Pulse auf. Die CPMG-Sequenz verstärkt den Einfluss von Fluktuationen
bei bestimmten Frequenzen (vgl. Gleichung (7.1.21)) und somit lässt sich schließen,
dass die beobachteten Rauschkomponenten bei Harmonischen von 2π×571Hz bzw.
2π×3 kHz liegen.

Neben der CPMGyy -Sequenz wurden auch Entkopplungssequenzen mit einem jeweils
anderen Timing untersucht (vgl. Abschnitt 7.1.4). Hier hat sich jedoch gezeigt, dass

5Dieser Parameter hängt von dem Spektrum der Rauschleistungsdichte ab, ist jedoch nur schwer durch
eine Anpassung an die Daten zu bestimmen. Siehe [156] für eine weitere Diskussion.
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7.2. Dynamische Entkopplung eines Einzelqubits

sowohl die PDDxy - als auch die UDDyy -Sequenz für eine ähnliche Pulsanzahl und die
gleiche freie Entwicklungsdauer weniger effektiv sind. So lag die erzielte Kohärenzzeit
für die PDDxy -Sequenz mit 25 Pulsen bei lediglich 6(1)ms und somit deutlich unter den
10(1)ms, die sich für die CPMGyy mit 24 Pulsen ergaben. Für die UDD-Sequenz waren
die erzielten Kohärenzzeiten ebenfalls nur halb so lang wie die für CPMG-Sequenzen.
Die praktische Überlegenheit der CPMG-Sequenz über die UDD-Sequenz wurde auch
in anderen experimentellen Aufbauten beobachtet (zum Beispiel in [142]) und lässt sich
durch schnelle Komponenten im Rauschspektrums begründen, die von einem UDD-Fil-
ter nicht unterdrückt werden [152; 151]. Es soll jedoch nicht unerwähnt bleiben, dass es
auch Experimente gibt, in denen die UDD-Sequenz leistungsfähiger als die CPMG-Se-
quenz war. In [130] findet sich hierzu eine detaillierte experimentelle Gegenüberstellung
für unterschiedliche Rauschleistungsspektren.
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Abbildung 7.11.: Verhalten der Kohärenzzeit für unterschiedliche Pulsanzahlen.
In (a) ist die ermittelte Kohärenzzeit für unterschiedliche Pulszahlen N einer
CPMGyy -Sequenz dargestellt. Sie skaliert wie τcoh ∝ N2/3. Zur Abschätzung der
maxial möglichen Kohärenzzeit ist in (b) die Anregungswahrscheinlichkeit für den
Fall des Spin-Locks und unterschiedlichen Entwicklungsdauern dargestellt. Zwi-
schen zwei Ramsey-Pulsen wird kontinuierlich das Mikrowellenfeld mit einer Ra-
bi-Frequenz von etwa 50 kHz eingestrahlt. Die Phasenbeziehung zwischen den Ram-
sey-Pulsen und dem Feld beträgt dabei π/2. Die Anpassung eines exponenziellen
Zerfalls des Kontrasts an die Daten ergibt eine Kohärenzzeit von 110(20)ms.

Um herauszufinden, wie in unserem experimentellen Aufbau die erzielbare Kohärenz-
zeit mit der Anzahl der Entkopplungspulse skaliert, wird für unterschiedliche Pulszahlen
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die freie Entwicklungszeit variiert und mit Gleichung (7.2.1) die Kohärenzzeit bestimmt.
Die Ergebnisse sind in der Abbildung 7.11 (a) dargestellt. Man erkennt, dass die Kohä-
renzzeit nicht-linear von der Pulsanzahl N abhängt. Eine Anpassung der Form (siehe
beispielsweise [156])

τcoh(N) = T2N
γ (7.2.2)

an die Datenpunkte ergibt die Kohärenzzeit unter Verwendung eines einzelnen Spinecho-
Pulses T2 = 1,09(5)ms und den Exponenten γ = 0,680(12). Von dem Exponenten,
der mit γ = 2/3 verträglich ist, lässt sich auf eine Rauschleistungsdichte der Form
S(ω) ∝ ω−2 [156] schließen. Hierbei wird ebenfalls die Beobachtung genutzt, dass die
Kohärenzzeit für eine gerade bzw. ungerade Zahl an dynamischen Entkopplungspulsen
vergleichbar ist. Der untersuchte Frequenzbereich hängt von den Pulsabständen ab und
liegt zwischen 1 kHz und 50 kHz. Kleinere Frequenzen lassen sich mit verlängerten Dau-
ern zwischen den Pulsen untersuchen. In dem vorhandenen Aufbau dephasiert ein Qubit
jedoch zu schnell, als das dieser Bereich experimentell zugänglich wäre. Höhere Frequen-
zen hingegen lassen sich mittels kürzeren Abständen zwischen den Entkopplungspulsen
untersuchen. Da sich jedoch dann die Pulsabstände den Pulsdauern annähern, ist der
Frequenzbereich an dem vorhandenen Aufbau somit begrenzt.

Die maximal erzielbare Kohärenzzeit bei Verwendung von dynamischen Entkopp-
lungspulsen ergibt sich aus dem Grenzfall für eine verschwindende freie Entwicklungs-
dauer. In diesem Fall wird das Qubit kontinuierlich einem antreibenden Feld ausgesetzt.
Dieser Grenzfall ist der sogenannte Spin-Lock (vgl. Abschnitt 7.1.4). In der Abbildung
7.11 (b) ist die beobachtete Anregungswahrscheinlichkeit für unterschiedliche Entwick-
lungsdauern zwischen den beiden Ramsey-Pulsen dargestellt. Während dieser Zeit wird
das Qubit kontinuierlich mit einer Rabi-Frequenz von etwa 50 kHz angetrieben und die
Phasenlage des antreibenden Feldes relativ zum ersten π/2-Puls beträgt π/2. An die
Daten wird analog zu (7.2.1) ein exponentieller Zerfall der Form

P (T ) =
1

2

(
1 + C e−T/τ

SL
coh

)
(7.2.3)

angepasst. Für die Kohärenzzeit des Spin-Locks folgt τSL
coh = 110(20)ms. Diese ist drei

Größenordnungen länger als für den Fall, dass keine dynamische Entkopplungsmethode
verwendet wird. Somit wird das Potenzial dieser Methoden, an dem vorhandenen experi-
mentellen Aufbau die Kohärenzzeit eines Qubits zu verlängern, nachgewiesen. Begrenzt
wird die Kohärenzzeit im Fall des Spin-Locks im Allgemeinen durch die Stabilität des
antreibenden Feldes, ein mögliches Aufheizen der Ionenbewegung in dem Magnetfeld-
gradienten und der möglichen unbeabsichtigten Streuung von ultravioletten Photonen,
die den Übergang 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1 (siehe Abschnitt 2.2) treiben und zu
einem effektiven Zerfall nach |0〉 führen. Da die Wahrscheinlichkeit, den Zustand |1〉
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vorzufinden in der Abbildung 7.11 (b) jedoch asymptotisch nach 1/2 zerfällt, kann
letztgenanntes als begrenzender Faktor ausgeschlossen werden. An dieser Stelle soll
des Weiteren darauf hingewiesen werden, dass sich mit dem Spin-Lock ein Qubit le-
diglich in einem bestimmten und bekannten Zustand speichern lässt. Befindet sich das
Qubit in einem anderen als dem untersuchten Superpositionszustand 1/

√
2(|0〉+ i |1〉),

so muss die relative Phase des antreibenden Feldes entsprechend angepasst werden,
bis im Bild der Bloch-Kugel, der Feldvektor und der Zustandsvektor wieder parallel
zueinander ausgerichtet sind.

7.2.2. Robustes dynamisches Entkoppeln eines Qubits
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Abbildung 7.12.: Toleranzen von drei unterschiedlichen Sequenzen mit einem
CPMG-Timing gegenüber Pulsfehlern. Während einer freien Entwicklungsdauer
von 5ms werden dynamische Entkopplungssequenzen ausgeführt und der Endzu-
stand des Qubits untersucht. Die Phase eines zweiten Ramsey-Pulses ist dabei
ϕ = 0, um das Maximum der Streifen zu detektieren. Von diesem wird auf den
Kontrast der Ramsey-Streifen geschlossen. Die CPMGyy -Sequenz ist für den ge-
wählten Zustand des Qubits robust und dient daher als Vergleichsreferenz für die
anderen beiden Sequenzen. Die CPMGxy -Sequenz ist weniger robust. Pulsfehler
können sich somit aufaddieren und zu einem scheinbar chaotischen Verhalten füh-
ren, was den Kontrast für viele Pulse wieder reduziert. Im Gegensatz dazu erlaubt
die C-CPMG3-Sequenz die Beobachtung eines deutlichen Streifenkontrastes auch
noch nach 84 Pulsen. Die Datenpunkte sind eine Mittelung von zehn Experimenten
mit jeweils 100 Wiederholungen. Exemplarisch sind Fehlerbalken, welche die Stan-
dardabweichung repräsentieren, eingezeichnet. Die durchgezogenen Linien dienen
der besseren Übersicht.
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7. Dynamische Entkopplung von Quantensystemen

Für jede Realisierung dynamischer Entkopplungsmethoden, die auf Sequenzen von
Entkopplungspulsen beruhen, sind mögliche Pulsfehler (vgl. Abschnitt 2.6.2) ein bedeu-
tender Aspekt, der zu berücksichtigen ist. In dem experimentellen Aufbau resultieren
Pulsfehler aus einer Drift der Qubitübergänge (vgl. Abschnitt G), die effektiv zu einer
Verstimmung der Pulse führt. Darüber hinaus kann die Rabi-Frequenz der Übergän-
ge aufgrund der Drift nur mit einer endlichen Genauigkeit bestimmt werden, was zu
möglichen systematischen Pulsflächenfehlern führt.

Prinzipiell gibt es nun zwei unterschiedliche Strategien, um die Toleranz einer Se-
quenz gegenüber Pulsfehlern zu erhöhen. Die erste basiert auf der Konstruktion einer
Pulssequenz, in der jeder einzelne Puls tolerant gegenüber der möglichen Fehlerquellen
ist. Dies kann zum einen mittels zusammengesetzter Pulse [127; 157; 128] erreicht
werden, oder aber durch Pulse, die auf optimaler Kontrolltheorie [158; 128] beruhen.
Der Nachteil dieser beiden Methoden ist jedoch, dass diese Pulse eine längere Zeit
benötigen als ein einfacher Rechteckpuls. Bei solchen komplexen Pulsen geschieht es
dann leicht, dass die Dauer der Mikrowellenpulse vergleichbar mit der freien Entwick-
lungsdauer zwischen den Pulsen wird. Für die Pulssequenz gilt dann nicht länger die
idealisierte Annahme von verschwindend kurzen Pulsen. Dieses Problem verschärft sich
für ein System aus mehreren Qubits, wie es in dem Abschnitt 7.3 vorgestellt wird, wenn
zwischen dynamischen Entkopplungspulsen eine bedingte Dynamik geschehen soll. Für
eine gegebene Gesamtlänge der Sequenz wird dann die Dauer dieser Dynamik zwischen
den Pulsen verkürzt. Ein Aufheizen der Ionenbewegung und eine mögliche Instabili-
tät der Mikrowellenquelle wird dann die Dauer, während der eine Dynamik geschützt
werden kann, stärker begrenzen.

Im Weiteren wird daher eine andere Strategie verfolgt, die darauf beruht, dass sich
die Fehler von einzelnen Rechteckpulsen nicht aufsummieren, sondern sich gegenseitig
aufheben [140]. In Simulationsrechnungen der Pulsfehlertoleranz von unterschiedlichen
Sequenzen (vgl. Kapitel J) hat sich auch gezeigt, dass selbstkorrigierende Sequenzen
mit einfachen Pulsen robuster sein können als fehleranfällige Sequenzen mit robusten
Einzelpulsen.

Um nun die Robustheit von unterschiedlichen Pulssequenzen gegenüber den vorhan-
denen Fehlerquellen zu vergleichen, werden sie erneut mit einem Ramsey-Experiment
kombiniert. Die Taktung der Pulse entspricht dabei immer dem einer CPMG-Sequenz
und es sind nur die Anzahl und die relativen Phasenlagen der Pulse, die variiert wer-
den. Die freie Entwicklungsdauer beträgt immer 5ms und die beiden π/2-Pulse haben
wie zuvor die gleiche Phasenlage (ϕ = 0). Die Experimente werden während meh-
rerer Stunden kontinuierlich wiederholt, wobei die einzelnen Sequenzen immer wech-
selnd nacheinander untersucht werden. In Abbildung 7.12 sind die Ergebnisse für die
Sequenzen CPMGyy , CPMGxy und C-CPMG3 dargestellt (vgl. Abschnitt 7.1.4). Für
vier dynamische Entkopplungspulse beträgt die Kohärenzzeit 2,9(6)ms (vgl. Abbildung
7.10 (a)) und somit ist für die freie Entwicklungsdauer von 5ms und wenigen Pulsen
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7.2. Dynamische Entkopplung eines Einzelqubits

der beobachtete Kontrast verschwindend gering. Für eine sich vergrößernde Pulsanzahl
steigt auch die Kohärenzzeit und für 24 Pulse beträgt sie 10(1)ms (vgl. Abbildung 7.10
(b)). Der relative Kontrast ist nun deutlich erkennbar und nahe eins. Für den gewähl-
ten Zustand des Qubits (1/

√
2(|0〉+ i |1〉)) ist die CPMGyy -Sequenz robust gegenüber

Pulsfehlern (siehe zum Beispiel [140] oder die Simulationsrechnung in J). Daher än-
dert sich der Kontrast für noch mehr Pulse nicht weiter und erreicht ein Plateau, das
als Vergleichsmaßstab dient. Die isotrope CPMGxy -Sequenz ist weniger robust (siehe
zum Beispiel [140] oder die Simulationsrechnung in J) und für eine steigende Pulsan-
zahl reduziert sich der Kontrast erneut. Der Grund ist der, dass weitere Pulse durch
ihre Fehler klassisches Rauschen beitragen und so im Mittel zu einem scheinbar chao-
tischen Verhalten des Qubits führen. Die verschachtelte Sequenz C-CPMG3 hingegen
zeigt für die 84 Pulse, aus der sie besteht, nahezu den maximalen Kontrast. Dieses
demonstriert deutlich den Umstand, dass sich einzelne Pulsfehler in dieser Sequenz
kaum aufaddieren, sondern sich gegenseitig kompensieren. Da eine größere Pulsanzahl
auch eine längere Kohärenzzeit bedeutet (vgl. Abbildung 7.11), erlaubt diese Sequenz
längere Speicherzeiten in einem Quantenspeicher. In dem folgenden Abschnitt wird die
dynamische Entkopplung von bedingter Quantendynamik und im Speziellen von einem
CNOT-Gatter beschrieben. Hier führt diese Sequenz dazu, dass sich auch langsamere
Gatter noch realisieren lassen als dies mit CPMGxy−Sequenzen möglich wäre.

7.2.3. Zusammenfassung der experimentellen Ergebnisse

Bevor in dem nächsten Abschnitt die dynamische Entkopplung eines gekoppelten Mehr-
Qubit-Systems experimentell untersucht wird, sollen die experimentellen Erkenntnisse
des vorliegenden Abschnitts resümiert werden. Es wurde gezeigt, wie mittels dynami-
scher Entkopplungspulse der Quantenzustand eines einzelnen Qubits vor der Dephasie-
rung geschützt werden kann. Ist der Zustand bekannt, können hierfür Pulssequenzen
mit einer passenden konstanten Phase benutzt werden, die gegenüber Pulsfehlern ro-
bust sind. Die Kohärenzzeit des Qubits lässt sich dann um drei Größenordnungen auf bis
zu 110(20)ms verlängern. Darüber hinaus konnte das Spektrum des in dem experimen-
tellen Aufbau vorhandenen Magnetfeldrauschens charakterisiert werden. Über einen Be-
reich von 1 kHz bis 50 kHz verhält sich die Rauschleistungsdichte wie S(ω) ∝ ω−2 und
darüber hinaus wurden ausgeprägte Komponenten bei wenigen Kilohertz nachgewiesen.
Die Stärke der einzelnen Rauschkomponenten wurde jedoch nicht bestimmt. Bei der
Untersuchung, wie die unvermeidlichen Pulsfehler den Qubitzustand unkontrolliert be-
einflussen, wurden für verschiedene Sequenzen Unterschiede beobachtet. So konnte die
hohe Fehlertoleranz einer symmetrischen CPMGyy -Sequenz nachgewiesen werden. Für
die isotrope CPMGxy -Sequenz hingegen führten individuelle Pulsfehler, die sich wäh-
rend der Sequenz aufsummieren, zu einem scheinbar chaotischen Verhalten des Qubits
und somit zu einer effektiven Dekohärenz. Die ebenfalls isotrope C-CPMG3-Sequenz
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hingegen offenbarte hier ihre überlegene Fehlertoleranz, die darauf beruht, dass die
Pulsfehler sich gegenseitig kompensieren.

7.3. Dynamische Entkopplung eines
Mehr-Qubit-Systems

In dem vorherigen Abschnitt wurde die dynamischen Entkopplung eines einzelnen Qubits
experimentell untersucht. In diesem Abschnitt soll die Diskussion nun auf Mehr-Qubit-
Systeme erweitert werden. Realisiert werden diese Systeme durch eine Kette von zwei
bis drei gespeicherten und lasergekühlten 171Yb+-Ionen. In dem Grundzustand eines
jeden Ions wird hierbei ein Qubit kodiert (|0〉 ≡ |2S1/2, F = 0〉 und |1〉 ≡ |2S1/2, F =

1, mF = 1〉). Der vorhandene Magnetfeldgradient erlaubt dann, wie eingangs erwähnt,
eine Adressierung der einzelnen Qubits mit Mikrowellenpulsen im Frequenzraum und
führt darüber hinaus zu einer J-Kopplung zwischen den Qubits (vgl. Abschnitt 2.5).
In dem Folgenden soll nun experimentell untersucht werden, wie mittels dynamischen
Entkopplungspulsen die Kohärenzen der Einzelqubits vor einer Dephasierung geschützt
werden können, und gleichzeitig die bedingte Dynamik aufgrund der J-Kopplung beob-
achtet werden kann. In der Abbildung 7.13 ist diese Problemstellung für ein System
aus zwei Qubits illustriert.

Abbildung 7.13.: Übersicht der dynamischen Entkopplung eines gekoppelten
Zwei-Qubit-Systems. Ziel ist es den Einfluss der Umgebung effektiv zu unterdrücken
(gepunktet dargestellt), während die J-Kopplung erhalten bleibt (durchgezogen dar-
gestellt).

Die Untersuchung beginnt mit der Stabilisierung der bedingten Zwei-Qubit-Dynamik.
Anhand dieser wird dann experimentell verglichen, wie robust unterschiedliche Pulsse-
quenzen gegenüber Pulsfehlern sind. Mittels dynamischen Entkopplungspulsen wird die
Kohärenzzeit des Systems gezielt verlängert, bis die Realisierung eines vollständigen
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CNOT-Gatters möglich ist. Im Vergleich zu vorhergehenden Experimenten in dem sel-
ben Aufbau [29; 56] steht bei den hier präsentierten Messungen eine EMCCD-Kamera
zur Zustandsdetektion zur Verfügung (vgl. Abschnitt 4.3). Somit kann der Zustand je-
des Qubits einzeln ausgelesen werden, was bei den vorherigen Experimenten mit einem
Photomultiplier nicht möglich war. Die Fidelity des CNOT-Gatters wird dann durch
die Erzeugung eines verschränkten Bell-Zustands charakterisiert. Den Abschluss dieses
Kapitels bildet dann Erweiterung der dynamischen Entkopplung auf ein Drei-Qubit-Sys-
tem.

7.3.1. Dynamische Entkopplung von bedingter
Zwei-Qubit-Dynamik

In der weiteren Diskussion von bedingter Zwei-Qubit-Dynamik wird zwischen den bei-
den Qubits hinsichtlich ihrer Rolle unterschieden. Das eine Qubit, dessen Dynamik
von dem Zustand des anderen abhängt, ist das Ziel-Qubit (target qubit). Das andere
Qubit, dessen Zustand die Dynamik des Ziel-Qubits bedingt, ist das Kontroll-Qubit
(control qubit). Um nun die bedingte Dynamik des Ziel-Qubits zu untersuchen, werden
erneut Ramsey-Experimente (vgl. Abschnitt 4.6) an diesem Qubit durchgeführt. Die
Phase ϕ des zweiten π/2-Pulses wird hierbei variiert, um Ramsey-Streifen zu beob-
achten. Das Kontroll Qubit ist dabei entweder in dem Grundzustand |0〉 oder in dem
angeregten Zustand |1〉 initialisiert. Die Zeit zwischen den beiden Ramsey-π/2-Pulsen,
während der die beiden Qubits mittels der J-Kopplung wechselwirken, ist die beding-
te Entwicklungszeit T . Während dieser Zeit werden dynamische Entkopplungspulsse-
quenzen eingestrahlt. Wie in Abschnitt 7.1.5 diskutiert wurde, ist es dabei notwendig
die Entkopplungspulse an beide Qubits gleichzeitig zu adressieren. Da der vorhandene
Mikrowellenaufbau (vgl. Abschnitt 3.4) jedoch zu einer gegebenen Zeit nur eine Fre-
quenz erzeugen kann, ist dies praktisch nicht möglich. Aus diesem Grund werden die
Entkopplungspulse der verwendeten C-CPMG3-Pulssequenz unmittelbar nacheinander
ausgeführt.

Die Abbildung 7.14 enthält die Resultate dieser Experimente. In (a) ist ersichtlich,
dass die beobachteten Streifen des Ziel-Qubits sich mit einer ändernden bedingten Ent-
wicklungsdauer verschieben. Für eine verschwindende Dauer (T = 0; nicht gezeigt) ist
das Minimum der Interferenzstreifen bei ϕ = π zu finden. Ist das Kontroll-Qubit in |0〉
initialisiert und wird die bedingte Entwicklungsdauer T auf 5ms bzw. 8ms verlängert,
so verschieben sich die Streifen zu größeren Ramsey-Phasen ϕ hin. Die Zustandsdetek-
tion mittels des Photmultipliers führt zu einem Offset der Anregungswahrscheinlichkeit.
Dies ist darauf zurückzuführen, dass das Kontroll-Qubit am Ende der Sequenz aufgrund
von Pulsfehlern nicht exakt in |0〉 ist und somit Resonanzfluoreszenz dieses Qubits die
Beobachtung verfälscht. Der Umstand, dass ein klarer Kontrast der Interferenzstreifen
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Abbildung 7.14.: Bedingte Zwei-Qubit-Dynamik. (a) Ein Ramsey-artiges Experi-
ment wird auf dem Ziel-Qubit ausgeführt, während dynamische Entkopplungspulse
nahezu simultan an beide Qubits adressiert werden. Das Minimum der Ramsey-
Streifen, welches für eine verschwindende bedingte Entwicklunsgdauer bei π zu
finden ist (nicht dargestellt), verschiebt sich, wenn die bedingte Entwicklungsdauer
von 5ms auf 8ms verlängert wird. Jeder Datenpunkt repräsentiert 50 Wiederho-
lungen und Fehlerbalken entsprechen der Standardabweichung. (b) Die Lage der
Minima, welche für Ramsey-Streifen nach einer bedingten Entwicklungsdauer von
2ms, 5ms, 6ms, 7ms und 8ms beobachtet werden. Ist das Kontroll-Qubit in |0〉
initialisiert (rote Pfeile), so verschieben sich die Minima hin zu größeren Ramsey-
Phasen ϕ. Ist das Kontroll-Qubit hingegen in |1〉 präpariert (blaue Pfeile), präzediert
das Ziel-Qubit entgegengesetzt. Jeder Pfeil repräsentiert zehn Ramsey-Streifen mit
je 50 Wiederholungen und Fehlerbalken kennzeichnen die Standardabweichung.

nach 8ms beobachtet werden kann, verdeutlicht, dass das Ziel-Qubit nun während die-
ser Dauer von der rauschbehafteten Umgebung entkoppelt wird. Diese Zeit ist mit der
Kohärenzzeit von 10(1)ms, die für einen Ein-Qubit-Zustand mit einer vergleichbaren
Pulssequenz ermittelt wurde (vgl. Abbildung 7.10), veträglich. Die Geschwindigkeit
der Dynamik, bei der es sich um eine Präzession des Spins handelt, entspricht der
Stärke der J-Kopplung und somit lässt sich diese aus der Verschiebung der Streifen
bestimmen (vgl. Abschnitt 4.8). Aus der Verschiebung in Abbildung 7.14 (a) folgt eine
Kopplungsstärke von J12 = 2π×35(5) Hz. Die Abhängigkeit dieser Dynamik von dem
Eingangszustand des Kontroll-Qubits wird nachgewiesen, indem die Experimente wie-
derholt werden, nachdem das Kontroll-Qubit jeweils in |1〉 initialisiert worden ist. Die
Minima der Streifen werden nun für sich verlängernde bedingte Entwicklungsdauern zu
kleineren Ramsey-Phasen ϕ hin verschoben (vgl. Abb. 7.14 (b)). Aus diesem lässt sich
schließen, dass die Präzession nun in die andere Richtung erfolgt.
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Für eine Dauer von 8ms folgt eine bedingte Phasenverschiebung von etwa π/2 und
die Minima der Interferenzstreifen sind bei ϕ = 3π/2 oder bei ϕ = π/2 zu finden.
Ein Ramsey-π/2-Puls mit der Phase 3π/2 würde somit das Ziel-Qubit in den Zustand
|0〉 bzw. |1〉 überführen, je nachdem wie das Kontroll-Qubit präpariert worden ist. Aus
dieser bedingten Dynamik wird dann im Abschnitt 7.3.4 ein CNOT-Gatter realisiert.

7.3.2. Robuste dynamische Entkopplung von bedingter
Quantendynamik

Um nun zu untersuchen, wie Pulsfehler der dynamischen Entkopplungspulse gegebe-
nenfalls die zu stabilisierende Dynamik beeinträchtigen, wird die Pulsanzahl variiert und
die Verschiebung der Interferenzstreifen beobachtet. Aus der Phasenlage der Streifen
nach einer bestimmten bedingten Entwicklungsdauer ergibt sich die zeitliche Änderung
der Ramsey-Streifen und somit die Präzessionsgeschwindigkeit des Ziel-Qubits. Diese
entspricht der effektiven J-Kopplung, die somit gemessen werden kann (vgl. Abschnitt
4.8). Im Detail werden nun zwei unterschiedliche Arten von dynamischen Entkopp-
lungssequenzen untersucht. Die eine ist die symmetrische CPMGyy und die andere die
isotrope PDDxy (vgl. Abschnitt 7.1.4). Die Pulsanzahlen sind für beide Sequenzen je-
weils ungerade, was die Ergebnisse jedoch nicht einschränkt. Außerdem wird ebenfalls
die C-CPMG3-Sequenz mit ihren 84 Pulsen angewandt und die Resultate verglichen.

Wie man in Abbildung 7.15 erkennen kann, wird die effektive Kopplungsstärke bei
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Abbildung 7.15: Einfluss von
Pulsfehlern auf die bedingte
Zwei-Qubit-Dynamik. Für un-
terschiedliche Arten von dy-
namischen Entkopplungssequen-
zen wird die Anzahl der Pulse
variiert und die effektive Kopp-
lungsstärke zwischen den bei-
den Qubits gemessen. Für die
CPMGyy -Sequenz reduziert sich
die J-Kopplung mit steigender
Pulsanzahl aufgrund von Puls-
fehlern. Für die PDDxy - und
die C-CPMG3-Sequenz hinge-
gen wird die effektive Kopplung
von den Pulsen nur wenig beein-
trächtigt.
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Verwendung der CPMGyy -Sequenz mit steigender Pulsanzahl deutlich verringert. Aus
der Anpassung eines exponentiellen Zerfalls an die Daten ergibt sich eine charakterische
Pulszahl von 38(14) Pulsen, mit der die anfängliche Kopplung von 2π× 50Hz zerfällt.
Darüber hinaus ließ sich beobachten, dass der Kontrast der Ramsey-Streifen nach 2ms
für 5 bzw. 33 Pulse statistisch nicht signifikant abweicht (0,68(8) bzw. 0,75(8)). Dar-
aus lässt sich schließen, dass die Pulsfehler zwar die Dynamik unterdrücken, jedoch
die Kohärenz des Zustands nicht beeinträchtigen. Somit führen die Pulsfehler der un-
tersuchten Sequenz dazu, dass das Qubit in seinem Anfangszustand 1/

√
2(|0〉+ i |1〉)

festgehalten wird. Für die Verwendung der PDDxy -Sequenz lässt sich ein völlig ande-
res Verhalten beobachten. Die effekte Kopplungsstärke bleibt nahezu konstant und die
Anpassung eines exponentiellen Zerfalls führt zu einer charakterischen Pulsanzahl von
mehr als 200 Pulsen. Somit führen Pulsfehler hier nicht zu einer Beeinträchtigung der
Dynamik. Der beobachtete Streifenkontrast hingegen verringerte sich nach 5ms von
0,50(13) für 35 Pulse zu 0,22(13) für 63 Pulse. Daran zeigt sich, dass die Pulsfehler hier
zu einem scheinbar chaotischen Verhalten führen können (analog zur CPMGxy -Sequenz
in Abbildung 7.12). Wird die C-CPMG3-Sequenz angewandt, so zeigt sich auch hier
eine deutliche effektive Kopplung und darüber hinaus auch ein deutlicher Kontrast von
0,58(6). Die grundlegenden Erkenntnisse, dass für die CPMGyy -Sequenz Pulsfehler die
Dynamik aufgrund der J-Kopplung unterdrücken können und die C-CPMG3-Sequenz
in dieser Hinsicht robuster ist, konnten ebenfalls in Simulationsrechnungen bestätigt
werden. Bei diesen werden für den experimentellen Aufbau typische Pulsfehler wie eine
Verstimmung und Pulsflächenfehler angenommen. Weitere Informationen dazu finden
sich in dem Anhang J.

Im Anschluss werden drei Sequenzen anhand ihrer Leistungsfähigkeit, eine bedingte
Dynamik zu stabilisieren, mit Hilfe von Ramsey-Messungen verglichen. Zuerst wird das
Zwei-Qubit-System in einem der Basiszustände {|00〉, |01〉, |10〉 und |11〉}6 initialisiert
und dann das Ramsey-Experiment an dem Ziel-Qubit durchgeführt. Während einer
bedingten Entwicklungsdauer wird eine Sequenz von dynamischen Entkopplungspulsen
eingestrahlt. Die Lage der beobacheten Streifenminima wird schließlich für die vier
unterschiedlichen Anfangszustände in einem Zeigerdiagramm dargestellt, was in der
Abbildung 7.16 zu finden ist.

Für die CPMGxy -Sequenz mit 24 Pulsen (a) sind die Interferenzstreifen nach 5ms
abhängig vom Eingangszustand des Kontroll-Qubits um etwa π/2 verschoben. Die
Minima für die Anfangszustände, in denen das Ziel-Qubit in |0〉 präpariert ist (|00〉 und
|10〉) finden sich somit bei ϕ ≈ 3π/2 bzw. ϕ ≈ π/2 (ähnlich wie in Abbildung 7.14
b). Ist das Ziel-Qubit in |1〉 initialisiert, so liegt das Minimum der Interferenzstreifen
für eine verschwindende bedingte Entwicklungszeit bei ϕ = 0 (nicht dargestellt) und
nach 5ms ist das Minimum zu ϕ ≈ π/2 (|01〉) bzw. ϕ ≈ 3π/2 (|11〉) verschoben. Ein

6Das erste Qubit ist hierbei das Kontroll- und das zweite das Ziel-Qubit.
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Abbildung 7.16.: Bedingte Quantendynamik während drei unterschiedlicher dyna-
mischer Entkopplungssequenzen. Ramsey-Streifen werden detektiert und die Pha-
senlage der Minima in je einem Zeigerdiagramm dargestellt. Bei Verwendung der
CPMGxy -Sequenz (a, 24 Pulse) oder der C-CPMG3 (b, 84 Pulse) während der be-
dingten Entwicklungsdauer sind die Minima entweder bei ϕ = 3π/2 oder ϕ = π/2

zu finden, je nachdem, wie das Kontroll-Qubit initialisiert worden ist. Wird hin-
gegen die PDDxy -Sequenz verwendet, so sind alle Minima zusätzlich um 0,8 rad
verschoben (siehe Text für Details) und die relative Phasenverschiebung für un-
terschiedliche Eingangszustände des Kontroll-Qubits ist kleiner als π. Die Daten
entsprechen dem Durchschnitt von 10 Ramsey-Messungen (jeweils 25 Datenpunkte
und 100 Wiederholungen); Fehlerbalken entsprechen der Standardabweichung.

Ramsey-Puls mit der Phase ϕ = 3π/2 führt dann zu einer bedingten Zustandsänderung
des Ziel-Qubits.

Für die C-CPMG3-Sequenz mit 84 Pulsen sind die Phasenlagen qualitativ vergleich-
bar, falls die bedingte Entwicklungsdauer auf 8ms erhöht wird. Dies ist notwendig, weil
die erhöhte Pulszahl die effektive Kopplungsstärke reduziert (siehe Abbildung 7.15).
Im Gegenzug erlaubt die höhere Pulszahl eine längere Kohärenzzeit (vgl. Abbildung
7.11 a).Die CPMGxy -Sequenz erlaubt es hingegen nicht, die Pulsanzahl entsprechend
zu erhöhen, da das klassische Rauschen aufgrund von Pulsfehlern den Effekt der dyna-
mischen Entkopplung überwiegt (vgl. Abbildung 7.12).

Für die PDDxy -Sequenz sind 49 Pulse notwendig um nach 5,5ms noch einen guten
Streifenkontrast beobachten zu können. In der größeren Zahl von notwendigen Pulsen
zeigt sich die schlechtere Leistungsfähigkeit dieser Sequenz, das Quantensystem vom
Umgebungsrauschen zu entkoppeln. Die relative Phase zwischen den Streifen für die
unterschiedliche Eingangszustände des Kontroll-Qubits (zum Beispiel |00〉 und |10〉)
ist dann noch kleiner als π. Mögliche Pulsfehler führen auch hier zu einer verringer-
ten effektiven Kopplungsstärke und somit einer effektiv verlangsamten Dynamik. Eine
Verlängerung der bedingten Entwicklungsdauer war nicht möglich, da mehr Pulse zu
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einem verschwindenden Streifenkontrast führten. Es fällt außerdem auf, dass die Lage
der Minima nicht symmetrisch um π angeordnet sind, sondern das Ziel-Qubit eine zu-
sätzliche relative Phase von 0,8 rad erhält. Eine Erklärung dieser zusätzlichen Drehung
um die z-Achse ist eine starke Rauschkomponente. Die PDD-Sequenz entspricht einer
Filterfunktion, die Harmonische einer Frequenz von ω = 1/(2τ) nicht unterdrückt (vgl.
Abschnitt 7.1.4). Mit dem Pulsabstand τ =110 µs folgt somit eine dominante Rausch-
komponente bei Harmonischen von etwa 4,5 kHz. Die anderen untersuchten Pulsse-
quenzen hatten andere Pulsabstände und somit waren sie auf diese Störquelle, bei der
es sich beispielsweise um Regelschwingungen der Stromtreiber für die Helmholtz-Spu-
len (vgl. Abschnitt 3.2) handeln kann, nicht sensitiv. Neben dieser zusätzlichen Phase
muss bei der PDDxy -Sequenz auch die ungerade Pulszahl beachtet werden. Diese führt
effektiv zu einem zusätzlichen NOT-Gatter und verschiebt die Lage aller Minima um
π.

7.3.3. Zwischenfazit der experimentellen Ergebnisse

Bevor in dem nächsten Unterabschnitt die Realisierung eines CNOT-Gatters vorge-
stellt und in dem darauffolgenden die Betrachtung auf ein Drei-Qubit-System erweitert
wird, sollen die wesentlichen experimentellen Erkenntnisse der vorhergehenden Unter-
abschnitte kurz zusammengefasst werden. Es wurde gezeigt, wie mittels dynamischen
Entkopplungspulsen eine bedingte Zwei-Qubit-Dynamik während einer Entwicklungs-
dauer beobachtet werden kann, welche mehr als eine Größenordnung länger als die Ko-
härenzzeit des Systems ist. Bei einem Vergleich von unterschiedlichen Pulssequenzen
zeigte sich, dass für Sequenzen, die auf Pulsen konstanter Phase beruhen, die beob-
achtete effektive Kopplung mit steigender Pulszahl mehr und mehr beeinträchtigt wird.
Der Grund hierfür sind fehlerhafte Pulse, welche die Dynamik beeinträchtigen. Isotro-
pe Sequenzen hingegen (vgl. Abschnitt 7.1.4) reduzieren die effektive Kopplung nicht.
Jedoch ist es möglich, dass Pulsfehler weiterhin zu einem scheinbar chaotischen Ver-
halten führen und somit klassisches Rauschen hervorrufen, das wiederum die Kohärenz
des Systems verringert. In diesem Zusamenhang zeigte sich, dass die PDDxy -Sequenz
nur unzureichend effektiv ist. Die beschriebene C-CPMG3-Sequenz hingegen ist sehr
robust gegenüber Pulsfehlern und gleichzeitig sehr effektiv darin, die Auswirkung von
Magnetfeldrauschen zu unterdrücken. Aus diesem Grund wird sie im nächsten Unter-
abschnitt für die Realisierung eines CNOT-Gatters und zur Verschränkungserzeugung
benutzt.

7.3.4. Realisierung eines CNOT-Gatters

Nachdem in den vorherigen Abschnitten die dynamische Entkopplung von bedingter
Zwei-Qubit-Dynamik demonstriert wurde, behandelt dieser Abschnitt eine mögliche
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Anwendung. Konkret handelt es sich dabei um die Realisierung eines CNOT-Gatters
(vgl. Abschnitt 2.1.3). Hierbei wird der Zustand des Ziel-Qubits dann und nur dann
geändert, falls sich das Kontroll-Qubit im Zustand |1〉 befindet. Die Umsetzung beruht
auf einer bedingten Spin-Präzession (vgl. Abbildung 7.16). Im Kontext der Quanten-
informationsverarbeitung ist dieses Gatter bedeutsam, da es zusammen mit beliebigen
Ein-Qubit-Gattern die Konstruktion beliebiger Quantenalgorithmen erlaubt [129]. Zum
Nachweis des bedingten Gatters wird das Zwei-Qubit-Register jeweils in einem der
vier Basis-Zustände {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉} initialisiert und die bedingte Spin-Präzessi-
on des Ziel-Qubits beobachtet. Stabilisiert wird die Dynamik des Systems mittels einer
C-CPMG3-Sequenz mit 84 Pulsen. Die notwendige Gatterdauer TCNOT, die der be-
dingten Entwicklungsdauer entspricht, nach der sich eine Phasenverschiebung von π/2

beobachten lässt, beträgt hierbei 8ms (vgl. Abbildng 7.16 b). Sie hängt von der Stärke
der J-Kopplung ab und es gilt

J12TCNOT =
π

2
(7.3.1)

und somit

TCNOT =
π

2J12

. (7.3.2)

Am Ende folgt ein π/2-Puls mit variabler Phase, der die Kohärenz des Ziel-Qubits
untersucht. Der Zustand eines jeden Qubits wird schließlich mit der EMCCD-Kamera
ausgelesen (vgl. Abschnitt 3.5), was an dem vorherigen Detektionssystem, das auf
einem Photomultiplier basierte, nicht möglich war (vgl. [29; 56]).

Die Abbildung 7.17 enthält die experimentellen Ergebnisse der Messungen, die an
zwei gespeicherten 171Yb+-Ionen durchgeführt wurden (a). Die linken Plots (b und d)
zeigen die Anregungswahrscheinlichkeit des Kontroll-Qubits und die rechten (c und e)
die des Ziel-Qubits für die unterschiedlichen Eingangszustände. Es ist zu erkennen,
dass die Phasenlage der Ramsey-Streifen, die von dem Ziel-Qubit aufgezeichnet wer-
den, gut mit dem Ideal übereinstimmen und eine bedingte Phasenverschiebung von
π/2 zu beobachten ist. Der Streifenkontrast hingegen weicht, wie auch die Anregun-
gen des Kontroll-Qubits, deutlich von dem Ideal ab. Die Gründe hierfür sind Pulsfehler,
Detektionsfehler der verwendeten EMCCD-Kamera7 und im Falle des Ziel-Qubits eine
Dephasierung. Wird die Phase des zweiten Ramsey-Pulses zu ϕ = 3π/2 gewählt (ge-
punktete Linie), so folgt ein Zustandswechsel des Ziel-Qubits, der abhängig von dem
Zustand des Kontroll-Qubits ist. In der Abbildung 7.17 c beispielsweise ändert sich der
Zustand des Ziel-Qubits nur, falls das Kontroll-Qubit in |1〉 initialisiert war. Der Zustand

7Bei diesen Messungen wurde das Modell iXon DU-897 (back illuminated) der Firma Andor verwendet.
Im Vergleich zu dem Modell iXon Ultra DU-897U-CS0-EXF der gleichen Firma führte dies zu einem
größeren Detektionsfehler (vgl. auch Abschnitt 4.3).
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Abbildung 7.17.: Realisierung eines CNOT-Gatters. In (a) ist die Resonanzfluo-
reszenz der beiden beteiligten 171Yb+-Ionen dargestellt. Die Anregungswahrschein-
lichkeiten des Kontroll- (b und d) bzw. des Ziel-Qubits (c und e) nach Ausführen
eines Ramsey-Experiments zeigt die bedingte Dynamik. Für eine Phase des zweiten
Ramsey-Pulses von ϕ = 3π/2 (gestrichelte vertikale Linie) ergibt sich die Realisie-
rung eines CNOT-Gatters. Jeder Datenpunkt entspricht 50 Wiederholungen und
Fehlerbalken repräsentieren die Standardabweichung. Die durchgezogenen Linien
entsprechen einer Anpassung an die Daten und die gestrichelten Linien entspre-
chen der idealen Vorhersage. Abweichungen der Messdaten von der Vorhersage
beruhen auf technischen Ungenauigkeiten.
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Tabelle 7.1.: Zustands-Fidelities nach Anwendung des CNOT-Gatters. Für die un-
terschiedlichen Eingangszustände wird nach Anwendung des Gatters die Zustands-
fidelity zwischen dem resultierenden und dem idealen Zustand ermittelt. Die Aus-
wertung beinhaltet die einzelnen Fidelities des Kontroll- und Ziel-Qubits und die
des vollständigen Zwei-Qubit-Systems.

Eingangszustand FKontroll FZiel FKontroll × FZiel F

|00〉 0,74(6) 0,76(3) 0,56(5) 0,65(8)
|10〉 0,83(4) 0,79(6) 0,66(7) 0,60(5)
|01〉 0,72(6) 0,75(4) 0,54(7) 0,62(6)
|11〉 0,79(5) 0,77(4) 0,61(6) 0,57(6)
|+ 0〉 - - - 0,59(7)

des Kontroll-Qubits wird durch die Dynamik nicht geändert. Da diese Realisierung des
CNOT-Gatters lediglich Mikrowellenpulsen und Wartezeiten entspricht, kann die Rolle
der beiden Qubits ohne großen experimentellen Aufwand getauscht werden. In einem
solchen Fall würden lediglich die beiden π/2-Pulse mit den Phasen 0 bzw. 3π/2 an das
andere Qubit adressiert.

Die Güte des Gatters lässt sich mit der Zustands-Fidelity nach der Pulssequenz cha-
rakterisieren. Aus den Ramsey-Streifen des Ziel-Qubits und den mittleren Anregungs-
wahrscheinlichkeiten des Kontroll-Qubits können die Fidelities der Ein-Qubit-Zustände
FKontroll bzw. FZiel ermittelt werden (vgl. Abschnitt 4.7). Diese Ergebnisse sind in der
Tabelle 7.1 zusammengefasst und es ergibt sich eine mittlere Ein-Qubit-Fidelity von
0,77(3). Unter der Voraussetzung, dass der resultierende Zwei-Qubit-Zustand am En-
de der Pulssequenz nicht verschränkt ist, beschreibt das Produkt FKontroll × FZiel der
Ein-Qubit-Fidelities auch die Fidelity des Zwei-Qubit-Zustands. Das Produkt findet sich
daher ebenfalls in der Tabelle und es ergibt sich hierfür ein Mittelwert von 0,59(5).

Bisher wurde der bedingte Zustandswechsel des Ziel-Qubits untersucht. Bei allen
Zuständen handelte es sich dabei um klassische Energieeigenzustände. Zum Nachweis
der Quanteneigenschaften des CNOT-Gatters wird es zur Erzeugung eines verschränk-
ten Bell-Zustands (vgl. Abschnitt 2.1.5) verwendet. Das Kontroll-Qubit wird hierzu
in einem Superpositionszustand initialisiert und das Ziel-Qubit im Grundzustand. Das
CNOT-Gatter führt dann zu dem verschränkten Zustand

1√
2

(|0〉+ e iα|1〉)|1〉 CNOT−−−−→
1√
2

(|00〉+ e iα|11〉). (7.3.3)

Experimentell wird eine nahezu gleiche Pulssequenz wie zuvor ausgeführt, aber erst
nachdem das Kontroll-Qubit mittels eines zusätzlichen π/2-Pulses in einem Superpo-
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sitionszustand initialisiert worden ist. Die Phase des letzten π/2 Pulses, der an das
Ziel-Qubit adressiert wird beträgt 3π/2, was zu dem bedingten Zustandswechsel führt
(vgl. Abbildung 7.17). Der Nachweis der Verschränkung des resultierenden Zustand
erfolgt aus der Beobachtung von nicht-klassischen Korrelationen. Die Korrelationen
werden dabei durch die Parität

Π = P|00〉 + P|11〉 − (P|01〉 + P|10〉) (7.3.4)

beschrieben [93]. Hierbei bezeichnet P|nm〉, n,m = 0,1 die Wahrscheinlichkeit, nach der
Detektion den Zustand |nm〉 vorzufinden.
Als erstes wird die Parität in der z-Basis gemessen. Hierzu erfolgt unmittelbar nach

Ende der Pulssequenz, die das CNOT realisiert, die Projektionsmessung und der Zu-
standsnachweis jedes einzelnen Qubits. Aus der Wiederholung dieser Messungen lässt
sich die Parität Πz entlang der z-Basis bestimmen. Aus den Daten folgt der Mess-
wert Πz=0.52(10), der die Korrelation in einer Messbasis nachweist. Der Nachweis des
nicht-klassischen Charakters dieser Korrelationen erfolgt durch ihre Beobachtung in un-
terschiedlichen Messbasen. Experimentell wird diese Messung in unterschiedlichen Ba-
sen durch zusätzliche Drehungen der Qubits realisiert. Hierfür wird unmittelbar nach der
Pulssequenz zur Erzeugung des verschränkten Zustands zusätzlich jeweils ein π/2-Pulse
an jedes Qubit adressiert. Die Phasen dieser beiden Pulse sind identisch aber variabel.
Im Anschluss an diese Drehungen der Messbasis folgt der Zustandsnachweis und die
Beobachtung von Korrelationen, die erneut durch die Parität (vgl. (7.3.4)) beschrieben
werden. In der Abbildung 7.18 sind die experimentellen Daten enthalten. Die Wahr-
scheinlichkeiten die einzelnen Basiszustände zu detektieren sind in (a) zu finden. Die
Tatsache, dass die Zustände |01〉 und |10〉 mit der EMCCD-Kamera unterschieden
werden können, ist eine Weiterentwicklung im Vergleich zu den vorherigen Experimen-
ten, bei denen die Zustandsdetektion auf einem Photomultiplier basierte [29; 56]. Man
kann deutlich erkennen, dass die Wahrscheinlichkeiten P|00〉 und P|11〉 bzw. P|01〉 und
P|10〉 sich jeweils gleich verhalten. In der Teilabbildung (b) ist die resultierende Parität
in Abhängigkeit von der Phase dargestellt. Die für einen verschränkten Zwei-Qubit-
Zustand typische Oszillation mit der doppelten Phase ist deutlich erkennbar, wodurch
die nicht-klassische Natur der Korrelationen experimentell nachgewiesen werden kann
[93]. Zur weiteren Quantifizierung dient die Fidelity des erzeugten Bell-Zustands. Diese
lässt sich aus der Parität entlang der z-Basis Πz und der für unterschiedliche Basen
bestimmen und es gilt [93]

FBell =
Πz + 1

4
+
V

2
. (7.3.5)

Hierbei bezeichnet V die Amplitude der oszillierenden Parität Π(φ) für unterschiedliche
Basen entlang cos(φ)σx + sin(φ)σy (vgl. Abbildung 7.18 b; hier ist V =0,42(6)). Experi-
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Abbildung 7.18.: Beobachtung von nicht-klassischen Korrelationen. (a) Die Wahr-
scheinlichkeiten die Zustände |00〉, |01〉, |10〉 oder |11〉 zu detektieren hängen von
der Wahl der Messbasis ab. (b) Die Parität (vgl. Gleichung (7.3.4)) in unterschied-
lichen Messbasen zeigt die für einen verschränkten Zwei-Qubit-Zustand zu erwar-
tende Oszillation mit der doppelten Phase. Jeder Datenpunkt entspricht 50 Wie-
derholungen. In (a) wurden zur besseren Übersicht nur exemplarische Fehlerbalken,
welche die Standardabweichung repräsentieren, gezeigt.

mentell folgt FBell=0,59(7) (siehe auch Tabelle 7.1). Eine beobachtete Bell-Zustandsfi-
delity größer als 0,5 beweist die Erzeugung von Verschränkung in dem Zwei-Qubit-Sys-
tem [93].

Die gemessenen Zustandsgüten größer als 0,57(6) (vgl. Tab. 7.1) bilden eine un-
tere Schwelle für die Güte des CNOT-Gatters, da sie auch Fehler der Zustandsprä-
paration und der Detektion beinhalten. Darüber hinaus erlauben sie den Vergleich der
Leistungsfähigkeit unterschiedlicher dynamischer Entkopplungssequenzen. Bei Verwen-
dung eines Photomultipliers statt der verwendeten EMCCD-Kamera ergab sich bei-
spielsweise für die C-CPMG3-Sequenz eine Bell-Zustandsgüte von 0,59(4) und für die
CPMGxy -Sequenz mit 24 Pulsen (während nur 5ms) eine von 0,64(4) [70]. Diese bei-
den Ergebnisse sind miteinander verträglich und demonstrieren, dass beide Sequenzen
in der Lage sind, die Erzeugung von Verschränkung während 8ms bzw. 5ms zu stabili-
sieren. Die C-CPMG3-Sequenz mit den 84 Pulsen ist darüber hinaus in der Lage auch
langsamere CNOT-Gatter, die 11ms benötigen, zwischen nicht-benachbarten Qubits
in einem Drei-Qubit-System zu stabilisieren [29; 56].
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7.3.5. Dynamische Entkopplung in einem Drei-Qubit-System

In dem Folgenden wird die dynamische Entkopplung eines Drei-Qubit-Systems disku-
tiert. Hierbei sind alle drei Qubits miteinander gekoppelt und für eine axiale Fallenfre-
quenz von ν1 = 2π× 123,5 kHz ergeben sich die Kopplungskonstanten [29]

J12 = 2π × 32(4) Hz, (7.3.6)

J23 = 2π × 33(3) Hz, (7.3.7)

J13 = 2π × 18(2) Hz. (7.3.8)

Die experimentelle Diskussion des Drei-Qubit-Systems dient der exemplarischen Un-
tersuchung von grundlegenden Operationen innerhalb eines größeren Mehr-Qubit-Sys-
tems. Diese sind das Ausnutzen von mehreren Zwei-Qubit-Kopplungen und das gezielte
effektive Unterdrücken der Kopplungen eines Qubits an die anderen Qubits. Diese Me-
thoden, die in diesem Abschnitt unter dem Gesichtspunkt der dynamischen Entkopplung
diskutiert werden, finden Anwendung bei der optimierten Realisierung eines Quantenal-
gorithmus, der in Kapitel 9 vorgestellt wird.

Als Erstes wird nun die simultane Wirkung von mehreren Zwei-Qubit-Kopplungen auf
ein einzelnes Qubit untersucht. Um die Kopplungen zu ermitteln, wird wie zuvor die Dy-
namik des Systems für unterschiedliche Anfangszustände untersucht. Alle Qubits sind
hierbei in Hyperfeinzuständen kodiert und die Zustände lauten |0〉 ≡ |2S1/2, F = 0〉 bzw.
|1〉 ≡ |2S1/2, F = 1, mF = −1〉. Die interne Dynamik des System wird mittels Ramsey-
Experimenten untersucht (vgl. Abschnitt 4.6), bei denen eines der Qubits in einem
Superpositionszustand und die anderen in Energieeigenzuständen initialisiert sind. Die
Zeitentwicklung des Qubits im Superpositionszustand entspricht dann - im Bild der
Bloch-Kugel - einer Präzession des Zustandsvektors. Die Zustände der Qubits in den
Energieeigenzuständen ändern sich bis auf einen Phasenfaktor nicht. Wie zuvor wird die
Spinpräzession mittels der Beobachtung von Ramsey-Streifen nachgewiesen. Um die
Dephasierung zu unterdrücken wird eine KDD-Sequenz von 20 dynamischen Entkopp-
lungspulsen verwendet (siehe Abschnitt 7.1.4). Diese Sequenz ist robust gegenüber
Pulsfehlern und erlaubt eine Stabilisierung der bedingten Dynamik. Da sie außerdem
die Konstruktion von Pulssequenzen mit einer variableren Pulsanzahl erlaubt8, wird sie
hier gegenüber der C-CPMG3-Sequenz bevorzugt. Damit alle Kopplungen innerhalb des
Systems erhalten bleiben und nicht etwa von dynamischen Entkopplungspulsen effektiv
unterdrückt werden, werden die Pulse nahezu simultan an jedes der Qubits adressiert
(vgl. Abbildung 7.5).

In der Abbildung 7.19 sind die experimentellen Ergebnisse dargestellt, wenn das ers-
te Qubit des Registers mittels Ramsey-Experimenten untersucht wird. Für die Initia-

8Die Pulsanzahl kann ein beliebiges Vielfaches von 20 sein.
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Abbildung 7.19.: Untersuchung der simultanen Kopplung von Qubit 1 an die ande-
ren beiden. (a) Das erste Qubit befindet sich in einer Superposition und die anderen
jeweils in einem Energieeigenzustand. (b) Anhand der Beobachtung von Ramsey-
Streifen nach unterschiedlich langen Entwicklunsgdauern lässt sich auf die Präzes-
sion schließen. (c) Für die Initialisierung der Qubits 2 und 3 in unterschiedlichen
Eingangszuständen offenbart sich die Abhängigkeit der Dynamik des ersten Qubits
von den Zuständen der anderen Qubits. Für die unterschiedlichen Eingangszustän-
de der Qubits 2 und 3 erfolgt die Spinpräzession von Qubit 1 mit unterschiedlichen
Winkelgeschwindigkeiten.

lisierung der anderen beiden Qubits in dem Zustand |1〉2|1〉3 (der Index bezeichnet
das Qubit) werden die Ramsey-Streifen nach zwei unterschiedlichen bedingten Ent-
wicklungsdauern von 0,6ms bzw. 3,6ms beobachtet. Wie sich in der Teilabbildung
b zeigt, verschieben sich die Ramsey-Streifen des ersten Qubits. Für eine verschwin-
dende Entwicklungsdauer ist das Minimum bei einer Phase von π zu finden (nicht
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dargestellt). Für eine längere Entwicklungsdauer wird das Minimum zu immer kleine-
ren Phasen hin verschoben und nach 3,6ms beträgt die Phasenverschiebung knapp
π/2. Der Kontrast der Interferenzstreifen wird mit der Zeit geringer, was auf die De-
phasierung zurückzuführen ist. Eine Verwendung von mehr als den 20 dynamischen
Entkopplungspulsen kann die Kohärenz des Qubits auch entsprechend länger schüt-
zen (vgl. auch Abbildung 7.11). Eine genauere Betrachtung der Kohärenzzeiten fin-
det sich am Ende des Abschnitts. Die Abhängigkeit der Phasenverschiebung von den
Anfangszuständen der Qubits 2 und 3 wird bei Wiederholung dieser Ramsey-Experi-
mente für unterschiedliche Eingangszustände {|0〉2|0〉3, |0〉2|1〉3, |1〉2|0〉3, |1〉2|1〉3} und
unterschiedliche bedingte Entwicklungsdauern offenbar. In der Teilabbildung c ist die
resultierende Phasenverschiebung des ersten Qubits in einem linearen Plot aufgetra-
gen. Zeigerdiagramme, wie sie für die Darstellung in Abbildung 7.14 b verwendet wur-
den, wären hier zu unübersichtlich. Es sind deutlich vier unterschiedliche Präzessionen
zu identifizieren. Die Phasenverschiebung in Abhängigkeit von der Entwicklungsdauer
ist nahezu symmetrisch um die Zeitachse angeordnet, was auf zwei Drehrichtungen
mit je zwei Präzessionsgeschwindigkeiten schließen lässt. Aus dem Hamiltonoperator
(2.5.18) folgt, dass der Verlauf für den Eingangszustand |0〉2|0〉3 auf der effektiven
Kopplung J12 + J13 basiert. Für den Eingangszustand |1〉2|1〉3 erfolgt die Präzession
mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit in die Gegenrichtung. Ist nur eines der beiden
Qubits angeregt und das andere in seinem Grundzustand (|0〉2|1〉3 bzw. |1〉2|0〉3), so
wirken die Kopplungen gegeneinander und führen zu einer verlangsamten Präzession
mit der Winkelgeschwindigkeit |J12 − J13|. Aus den unterschiedlichen Fällen, in denen
die Spin-Präzession mit der Summe oder der Differenz der Kopplungskonstanten J12

und J13 erfolgt, können diese aus den Steigungen in der Abbildung 7.19 c bestimmt
werden (siehe auch die Beschreibung dieser Methode im Abschnitt 4.8). Experimentell
folgt J12 +J13 = 2π×54(6) Hz und J12−J13 = 2π×18(7) Hz9. Aus diesem Gleichungs-
system lassen sich auch die einzelnen Kopplungskonstanten bestimmen und es folgt
J12 = 2π×36(5) Hz bzw. J13 = 2π×18(5) Hz, was im Einklang mit den Resultaten aus
[29] ist.

In gleicher Weise wird das mittlere Qubit untersucht und die Ergebnisse finden sich
in der Abbildung 7.20. Nun wirken die beiden Nächst-Nachbar-Kopplungen J12 und J23

auf Qubit 2. Da diese stärker als die langreichweitige Kopplung J13 aus dem vorherigen
Fall sind, ist die Phasenverschiebung in 7.20 b nun größer als die in der Abildung 7.19 b.
Bei der Untersuchung der Zustands- und Zeitabhängigkeit (vgl. Teilabbildung c) wird
dieses ebenfalls offenbar. Für die Eingangszustände |0〉1|0〉3 bzw. |1〉1|1〉3 erfolgt die
Präzession des Qubits 2 mit der Summe der Kopplungen, für die nun experimentell

9Hierbei wird über die resultierenden Phasenverschiebungen für die beiden symmetrischen bzw. anti-
symmetrischen Anfangszustände gemittelt.
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Abbildung 7.20.: Untersuchung der simultanen Kopplung von Qubit 2 an die an-
deren beiden. (a) Das zweite Qubit befindet sich in einer Superposition und die
anderen jeweils in einem Energieeigenzustand. (b) Anhand der Beobachtung von
Ramsey-Streifen nach unterschiedlich langen Entwicklunsgdauern lässt sich auf die
Präzession schließen. (c) Für die Initialisierung der Qubits 1 und 3 in unterschiedli-
chen Eingangszuständen offenbart sich die Abhängigkeit der Dynamik.

aus den Steigungen J12 + J23 = 2π×78(5) Hz folgt. Für die Eingangszustände |0〉1|1〉3
bzw. |1〉1|0〉3 kompensieren sich die Kopplungen und da die beiden Kopplungsstärken
J12 und J23 in dem harmonischen globalen Fallen-Potenzial identisch sind, präzediert
der Spin von Qubit 2 nicht. Experimentell folgt für die Differenz der Kopplungsstärken
J12 − J23 = 2π×3(6) Hz. Aus dem Gleichungssystem folgen analog zum vorhergehen-
den Fall die einzelnen Kopplungsstärken J12 = 2π×41(4) Hz und J23 = 2π×38(4) Hz,
die verträglich mit vorherigen Messungen sind [29].
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Nachdem die Wirkung von mehreren simultanen Kopplungen untersucht worden ist,
wird im Weiteren die gezielte Unterdrückung der Kopplung eines ausgewählten Qubits
erörtert werden. Eine einfache Methode hierfür ist das Auslassen von dynamischen
Entkopplungspulsen an diesem Qubit, während eine Pulssequenz weiterhin an die ver-
bleibenden beiden Qubits adressiert wird (vgl. Abbildung 7.6). In dieser Situation wird
das ausgewählte Qubit zu einem Teil der Umgebung, von der das verbleibende gekop-
pelte Zwei-Qubit-System isoliert wird. Diese Methode wurde in [29] verwendet, um in
dem gleichen Drei-Qubit-System CNOT-Gatter zwischen den Qubits 1 und 2 bzw. 1
und 3 auszuführen und verschränkte Zustände zu erzeugen. Der Nachteil dieser Me-
thode besteht darin, dass das entkoppelte Qubit als Teil der Umgebung nicht von ihr
isoliert wird und somit schnell dephasiert. Näher wurde diese Methode ebenfalls an ei-
nem Zwei-Qubit-System untersucht. Hierbei wurde ein Ramsey-Experiment an einem
der Qubits durchgeführt und das andere entweder in |0〉 oder |1〉 initialisiert. Eine dyna-
mische CPMGxy -Entkopplungssequenz mit 24 Pulsen, die in der Lage ist, die bedingte
Dynamik zu schützen, wurde dabei lediglich an das Qubit adressiert, an dem auch die
Ramsey-Messung stattfand. Aus der auch nach einer bedingten Entwicklunsgszeit von
5ms noch verschwindenden Phasenverschiebung ließ sich eine effektiv verschwindende
Kopplung von 3(12)Hz zwischen den beiden Qubits nachweisen.

Eine Methode10, mit der nun die Kopplung eines Qubits unterdrückt werden kann und
dieses aber gleichzeit weiterhin von der Umgebung isoliert wird, ist die ausgewählte Wie-
derankopplung [126]. Hierbei handelt es sich um ein Schema, in dem eine Pulssequenz
konstruiert wird, die während einer bestimmten Zeit nur ausgewählte Kopplungen wir-
ken lässt. Der Einfluss der anderen Kopplungen wird unterdrückt und die Qubits somit
effektiv entkoppelt. Das Problem, ein einzelnes Qubit aus einem Drei-Qubit-System
effektiv zu entkoppeln, ist ein Spezialfall und die geeignete Pulssequenz besteht aus
einem einzelnen zusätzlichen Spin-Echo-Puls, der an das zu entkoppelnde Qubit adres-
siert wird. Dieser Einzelpuls wird, wie in der Abbildung 7.7, in der die Entkopplung des
zweiten Qubits dargestellt ist, mit der Sequenz aus dynamischen Entkopplungspulsen
kombiniert.

In weiteren Experimenten wird die gezielte Entkopplung des ersten Qubits von dem
verbleibenden gekoppelten Zwei-Qubit-System untersucht. Die Entkopplung geschieht
hierbei mittels eines zusätzlichen Spin-Echo-Pulses, der an das erste Qubit adressiert
wird. Hierzu werden auf dem ersten und dem zweiten Qubit wie zuvor Ramsey-Expe-
rimente während unterschiedlicher bedingter Entwicklungsdauern und für unterschiedli-
che Eingangszustände des dritten Qubits durchgeführt. Die experimentellen Ergebnisse
sind in der Abbildung 7.21 zu finden. Wie man erkennen kann, zeigen sich für die beiden
Qubits Interferenzstreifen mit einem deutlichen Kontrast auch noch nach 5,6ms, was

10Eine andere Methode ist die Umkodierung eines Qubits in der magnetfeldunabhängigen Basis des
magnetischen π-Übergangs. In dem folgenden Kapitel 8 wird dieser Ansatz experimentell untersucht.
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die Leistungsfähigkeit der dynamischen Entkopplungssequenz der Dephasierung entge-
genzuwirken demonstriert. Darüber hinaus verschiebt sich die Lage der Interferenzstrei-
fen von Qubit 1 nicht für den Fall, dass das zweite Qubit in dem Superpositionszustand

1√
2

(|0〉2 + i |1〉2) und das dritte in einem der beiden Zustände |0〉3 bzw. |1〉3 initialisiert
wurde (vgl. Abbildung 7.21 b und d). Aus der Beobachtung der Streifen lässt sich
die Kopplungsstärke J13 = 2π×(-4(7)) Hz bestimmen, die somit die Entkopplung der
beiden Qubits 1 und 3 nachweist.

Um eine mögliche Kopplung an das Qubit 2 auszuschließen, wurden Experimente
wie in Abbildung 7.19 durchgeführt und die Ramsey-Streifen von Qubit 1 für unter-
schiedliche Eingangszustände ({|0〉2|0〉3, |0〉2|1〉3, |1〉2|0〉3, |1〉2|1〉3}) des verbleibenden
Zwei-Qubit-Systems untersucht. Auch hier konnten wie in der Abbildung 7.21 b kei-
ne Phasenverschiebungen von Qubit 1 registriert werden. Experimentell ergaben sich
Kopplungsstärken von J12 = 2π×(-1(6)) Hz und J13 = 2π×1(6) Hz. Die effektive Ent-
kopplung von Qubit 1 ist somit experimentell nachgewiesen.

Die erhaltene Kopplung zwischen den beiden Qubits 2 und 3 ist durch die bedingte
Zwei-Qubit-Dynamik in den Abbildungen 7.21 c und e ersichtlich. Die Verschiebung der
Interferenzstreifen des zweiten Qubits ist einzig abhängig von dem Eingangszustand von
Qubit 3. Die Kopplungsstärke ergibt sich zu J23 = 2π×39(7) Hz, was im Einklang mit
den vorherigen Ergebnissen ist.

In ähnlicher Weise kann auch mit einem zusätzlichen Spin-Echo-Puls das mittle-
re Qubit effektiv entkoppelt werden. Die Abbildung 7.22 enthält die Ergebnisse, falls
die Pulssequenz aus der Abbildung 7.7 verwendet wird. Nun ist es das Qubit 2, das
keine Phasenverschiebung der Ramsey-Streifen aufweist (vgl. c und e). Die gemesse-
ne Kopplungsstärke von J23 = 2π×(-2(8)) Hz demonstriert hierbei die Unterdrückung
der Kopplung dieses Qubits. In den Teilabbildungen b und d ist die zustandsabhängi-
ge Dynamik aufgrund der erhaltenen langreichweitigen Kopplung J13 = 2π×27(7) Hz
offensichtlich.

Im Kontext der Quanteninformationsverarbeitung handelt es sich bei den diskutier-
ten Experimenten um die simultane Realisierung eines bedingten Zwei-Qubit-Gatters
(siehe das CNOT-Gatter in Abschnitt 7.3.4) und eines Ein-Qubit-Quantenspeichers.
Das demonstrierte Entkoppeln eines Qubits (vgl. Abbildungen 7.21 und 7.22) erlaubt
ebenfalls die gezielte Untersuchung einzelner Zwei-Qubit-Kopplungen. Somit kann in
einem vollständig gekoppelten Drei-Qubit-System erst Qubit 1 isoliert und die Kopp-
lungskonstante J23 gemessen werden. Die Entkopplung von Qubit 3 erlaubt die Bestim-
mung der Konstanten J12 und die von Qubit 2 dann die von der Konstanten J13. In dem
nächsten Kapitel 8 werden so gezielt unterschiedliche Kopplungstopologien untersucht.
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Abbildung 7.21.: Untersuchung der effektiven Entkopplung des ersten Qubits von
den anderen beiden. (a) Das erste und zweite Qubit befindet sich jeweils in einer Su-
perposition und das dritte in einem Energieeigenzustand. Anhand der Beobachtung
von Ramsey-Streifen nach unterschiedlich langen Entwicklunsgdauern lässt sich die
Dynamik der Qubits 1 und 2 beobachten. Das erste Qubit (b und d) zeigt hierbei
keine Präzessesion und verbleibt im Anfangszustand. Das zweite Qubit hingegen
ist weiterhin mit dem dritten gekoppelt und zeigt eine bedingte Dynamik (c und e).
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Abbildung 7.22.: Untersuchung der effektiven Entkopplung von Qubit 2 von den
anderen beiden. (a) Die ersten beiden Qubits befindet sich jeweils in einer Super-
position und das dritte in einem Energieeigenzustand. Anhand der Beobachtung
von Ramsey-Streifen nach unterschiedlich langen Entwicklunsgdauer lässt sich die
Dynamik der Qubits 1 und 2 beobachten. Das erste Qubit (b und d) zeigt eine Dy-
namik, die vom Eingangszustand des dritten abhängt. Das zweite Qubit hingegen
verbleibt in seinem Anfangszustand und ist effektiv entkoppelt (c und e).
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Abbildung 7.23.: Messung der Kohärenzzeiten eines entkoppelten und eines gekop-
pelten Qubits. Die ersten beiden Qubits befinden sich in Superpositionszuständen
(a) und Ramsey-Experimente untersuchen ihre Kohärenz nach einer variierenden
Entwicklunsgdauer (b und c). Beide Qubits zeigen eine vergleichbare Kohärenz-
zeit. Die Pulssequenz zur Entkopplung beinträchtigt somit nicht die dynamische
Entkopplung von dem Umgebungsrauschen.

Neben den möglichen Phasenverschiebung zeigen die Ramsey-Streifen eine Kontrast-
verminderung mit steigender bedingter Entwicklungszeit. In der Abbildung 7.23 ist die-
ser für die verwendeten 20 dynamischen Entkopplungspulse dargestellt. Als Besonder-
heit gilt hier die simultane Messung der Kohärenzzeit des gekoppelten Ziel-Qubits wäh-
rend eines bedingten Zwei-Qubit-Gatters und der eines entkoppelten Ein-Qubit-Quan-
tenspeichers herauszustellen. Es ist zu erkennen, dass der Streifenkontrast der beiden
Qubits auf der gleichen Zeitskala zerfällt. Aus einer Anpassung an die Datenpunkte
ergeben sich Kohärenzzeiten von 7,7(11)ms bzw. 7,1(11)ms. Diese Übereinstimmung
zeigt, dass der zusätzliche Spin-Echo-Puls, der an Qubit 1 adressiert wird, die Leistungs-
fähigkeit der dynamischen Entkopplungssequenz nicht beeinflusst. Darüber hinaus sind
diese Kohärenzzeiten innerhalb eines Drei-Qubit-Systems vergleichbar mit denen eines
einzelnen Qubits. Für ein solches ergab sich für 24 Pulse aus Abbildung 7.10 b eine
Kohärenzzeit von 10(1)ms. Wie in der Abbildung 7.11 dargestellt ist, führen mehr
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dynamische Entkopplungspulse auch zu einer verlängerten Kohärenzzeit, wodurch der
Kontrast wieder erhöht werden kann. Begrenzt wird die Anzahl der anwendbaren Pulse
lediglich durch mögliche Pulsfehler. Da die verwendete KDD-Sequenz jedoch als sehr
robust gegenüber Pulsfehlern gilt [140] könnten somit die Kohärenzen auch über län-
gere als die betrachteten Entwicklungsdauern hin stabilisiert werden.

In diesem Unterabschnitt wurde die dynamische Entkopplung in einem vollständig
gekoppelten Drei-Qubit-System untersucht. Die experimentellen Ergebnisse hierzu wur-
den in [150] publiziert. Die Experimente behandelten dabei die simultane Wirkung von
Zwei-Qubit-Wechselwirkungen. Es wurde gezeigt, wie diese zu einer bedingten Dyna-
mik führen, die mittels simultanen Sequenzen von dynamischen Entkopplungspulsen
stabilisiert werden kann und somit einer Dephasierung des Systems entgegenwirken.
Darüber hinaus wurden innerhalb des Drei-Qubit-Systems die Kopplungen an eines
der Qubits unterdrückt. Realisiert wurde dieses mittels eines einzelnen zusätzlichen
Spin-Echo-Pulses. Im Kontext der Quanteninformationsverarbeitung entspricht dieses
einem Ein-Qubit-Quantenspeicher und einem bedingten Logik-Gatter zwischen den bei-
den gekoppelten Qubits. Darüber hinaus wurden die Kohärenzzeiten der Qubits gemes-
sen und es stellte sich heraus, dass der einzelne Spin-Echo-Puls diese nicht beeinflusst.
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8
Gekoppelte Spinsysteme

Systeme spingekoppelter Ionen ermöglichen, neben anderen physikalischen Systemen,
bereits heute die Realisierung von sogenannten Quantensimulatoren [159; 160; 54; 161;
20; 162; 163; 164]. Hierbei wird ein wohlkontrollierbares Quantensystem dazu verwen-
det, die statischen oder dynamischen Eigenschaften eines anderen, nur schwer zu kon-
trollierenden Quantensystems, zu simulieren. Die Untersuchung des wohlkontrollierten
Quantensystems erlaubt somit Rückschlüsse auf das schwer zugängliche System. Die
Grundlage dafür ist, dass beide Systeme von dem gleichen Hamilton-Operator beschrie-
ben werden. Bei Mehrteilchensystemen beinhaltet dieser Hamilton-Operator Kopplun-
gen der Teilchen untereinander, welche die Wechselwirkungen innerhalb des Systems
beschreiben.

Die Kopplung der Spins untereinander kann durch unterschiedliche technische An-
sätze realisiert werden. Diese können auf statischen inhomogenen oder oszillierenden
Magnetfeldern beruhen, die zu einer zustandsabhängigen Verschiebung der Spinzustän-
den führen [24; 57; 64; 165; 166]. Eine andere Möglichkeit ist eine zustandsabhängige
optische Dipolkraft, die von Laserstrahlen hervorgerufen wird [159]. Die laserbasierten
Wechselwirkungen [160; 162; 163; 164] können prinzipiell jede beliebige Kopplungs-
topologie realisieren, jedoch ist dafür eine umfangreiche und präzise Kontrolle vieler
Laserstrahlen notwendig [167]. Für den Fall, dass die Kopplungen von Magnetfeldern
hervorgerufen werden, beruht die Ausführung kohärenter Einzelqubitmanipulation auf
Radiofrequenz- oder Mikrowellenpulsen, die ebenfalls ausreichen, um eine kohärente
Wechselwirkung zwischen den Spins zu kontrollieren [28; 168; 31; 29; 169; 26]. Auf
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diese Weise lassen sich viele Herausforderungen, die mit der Verwendung von Laserlicht
einhergehen, vermeiden.

In diesem Kapitel wird nun dargelegt, wie mittels von einem Magnetfeldgradienten in-
duzierter Spin-Spin-Kopplungen experimentell unterschiedliche Drei-Spin-1/2-Systeme
realisiert werden können. Diese Systeme zeichnen sich durch teils unterschiedliche Vor-
zeichen der Kopplungskonstanten und somit der Art der Wechselwirkungen aus. Des
Weiteren lässt sich ebenfalls ein beliebiger Spin vom verbleibenden gekoppelten Zwei-
Spin-System isolieren. Im Kontext der Quanteninformationsverarbeitung erlaubt dieses,
einen Teil eines Quantenregisters als Quantenspeicher zu verwenden, während andere
Qubits geichzeitig ein bedingtes Quantengatter ausführen. Die hier gezeigten Kopp-
lungstopologien beruhen auf der Adressierung einzelner Ionen mit Mikrowellenpulsen
[112]. Darüber hinaus wird gezeigt, wie nahezu instantan, das heißt schnell gegenüber
der Kopplungen zwischen unterschiedlichen Topologien gewechselt werden kann. Alle
experimentellen Befunde dieses Kapitels sind in [150] publiziert.

8.1. Theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen für eine experimentelle Rea-
lisierung von unterschiedlichen gekoppelten Spin-Systemen zusammengefasst. Dabei
handelt es sich um die Realsierung von Kopplungen unterschiedlicher Vorzeichen und
die gezielte Unterdrückung der Kopplung eines Spins. Daran schließt sich die Erläute-
rung an, wie diese unterschiedlichen Kopplungen nahezu instantan mit Hilfe von Mikro-
wellenpulsen geändert werden können.

8.1.1. Unterschiedliche Wechselwirkungen

In dem Abschnitt 2.5.4 wurde hergeleitet, wie die J-Kopplung zwischen zwei Ionen ent-
weder ein positives oder negatives Vorzeichen annehmen kann. Des Weiteren wurde
erläutert, wie die Kopplung eines Spins unterdrückt werden kann. Die Grundlage dafür
war jeweils die gezielte Kontrolle einzelner Ionen, in denen die Spins realisiert werden.
Diese Kontrolle erlaubt es, die einzelnen Spinzustände in unterschiedlichen Basen bzw.
Hyperfeinzuständen zu realisieren. Der Grundzustand |↓〉 ist dabei immer der Zustand
|2S1/2, F = 0〉 und der Zustand |↑〉 ist einer der drei Zeeman-Zustände |2S1/2, F = 1〉.
Somit können Systeme gekoppelter Spins realisiert werden, bei denen die Kopplungen
unterschiedliche Vorzeichen haben. In der Abbildung 8.1 ist exemplarisch ein solches
System dargestellt. Der erste Spin ist in der magnetischen σ+-Basis und die ande-
ren beiden in der magnetischen σ−-Basis kodiert. Somit ist die Kopplung des ersten
Spins an die anderen beiden negativ und die zwischen dem zweiten und dritten positiv.
Experimentell lässt sich die Wahl der unerschiedlichen Basen durch eine Manipulati-
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Abbildung 8.1.: Verwendung unterschiedlicher Basiszustände. (a) Das physikali-
sche System besteht aus einer linearen Kette von drei Ionen in einem Magnetfeldgra-
dienten, deren zustandsabhängige Resonanzfluoreszenz mit der EMCCD-Kamera
beobachtet werden kann. (b) Beispielsweise kann der erste Spin in der magneti-
schen σ+-Basis und die anderen in der σ−-Basis kodiert werden. (c) Hierfür werden
auf jedem Ion unterschiedliche Hyperfeinübergänge zur Manipulation benutzt.

on resonant zu unterschiedlichen Hyperfeinübergängen realisieren. Der Übergang, der
getrieben wurde, definiert dabei die Basis der Spinzustände.

8.1.2. Änderung der Kopplung durch Basiswechsel

So wie die gezielte Kontrolle einzelner Ionen es erlaubt, Systeme mit unterschiedlichen
J-Kopplungen zu erzielen (vgl. die Abschnitte 2.5 und 8.1.1), ist es auch möglich
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Abbildung 8.2.: Umkodieren eines Spin-Zustands in eine andere Basis mittels
drei Mikrowellenpulsen. (a) Am Anfang befindet sich der Spin in einem beliebi-
gen Zustand in der magnetischen σ−-Basis. Die entsprechenden Besetzungswahr-
scheinlichkeiten der Zustände |2S1/2, F = 0〉 bzw. |2S1/2, F = 1, mF = −1〉 sind
durch farbige Kreise dargestellt. (b) Ein π-Puls auf dem magnetischen π-Übergang
überträgt die Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustands |2S1/2, F = 0〉 nach
|2S1/2, F = 1, mF = 0〉. (c) Ein weiterer π-Puls, der diesmal resonant zum magneti-
schen σ−-Übergang des Ions ist, bringt eine mögliche Besetzungswahrscheinlichkeit
des Zustands |2S1/2, F = 1, mF = −1〉 nach |2S1/2, F = 0〉. (d) Ein π-Puls auf dem
magnetischen π-Übergang wechselt die Besetzungswahrscheinlichkeit der beiden
Zustände. Am Ende befindet sich die ürsprüngliche Besetzungswahrscheinlichkeit
des Zustands |2S1/2, F = 1, mF = −1〉 in dem Zustand |2S1/2, F = 1, mF = 0〉 und
die des Zustands |2S1/2, F = 0〉 wieder in eben diesem. Somit ist der Zustand effek-
tiv von der magnetischen σ−- in die π-Basis umkodiert worden. Die Rückkodierung
geschieht mit der gleichen Pulssequenz, da sie symmetrisch unter Zeitumkehr ist.

die Kopplungen nahezu instantan zu ändern. Da die Kopplungen von der Wahl der
Spin-Basen abhängen, beruht eine Änderung der Kopplung nun auf einem Wechsel
eben dieser.
Experimentell lässt sich ein solcher Basiswechsel mittels drei resonanter Mikrowellen-

pulse realisieren. Die Pulssequenz für einen Wechsel von der magnetischen σ−-Basis
(|2S1/2, F = 0〉 ↔ |2S1/2, F = 1, mF = −1〉) in die π-Basis (|2S1/2, F = 0〉 ↔
|2S1/2F = 1, mF = 0〉) lautet formal

πππ
(n)
σ− ππ . (8.1.1)

Dabei bezeichnet ππ einen π-Puls auf dem magnetischen π-Übergang und π(n)
σ− hingegen

einen π-Puls auf dem magnetischen σ−-Übergang des Spins n. Die Phase aller Pulse
ist dabei ϕ = 0. In der Abbildung 8.2 ist die Wirkung dieser Pulssequenz detailliert
dargestellt. Da der mittlere Puls ausschließlich zu dem σ-Übergang von Spin n resonant
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8. Gekoppelte Spinsysteme

ist, erfahren alle anderen Spins (in einem statischen Magnetfeldgradienten) lediglich die
Manipulation aufgrund der beiden Pulsen resonant zum (gemeinsamen) π-Übergang.
Die hieraus resultierende globale Phase ist für alle weiteren Anwendungen im Rahmen
dieser Arbeit irrelevant.

Ein Umschreiben von der magnetischen π- in die σ−-Basis kann mittels der gleichen
Pulssequenz (8.1.1) geschehen. Soll zwsichen der σ+- und der π-Basis gewechselt wer-
den, so muss dann lediglich der mittlere Puls zu diesem Übergang resonant sein. Durch
eine Kombination von Basiswechseln kann auch zwischen den beiden unterschiedlichen
σ-Basen gewechselt werden. Hierfür wird erst von der einen in die π-Basis gewechselt
und anschließend von hier aus in die andere σ-Basis. Somit ist ein beliebiger Wechsel
zwischen allen drei Basen möglich.

Ebenfalls ist es möglich die Basis von mehr als einem Spin nahezu simultan zu wech-
seln. Hierfür werden zwischen den beiden Pulsen auf dem magnetischen π-Übergang
weitere Pulse auf den σ-Übergängen der jeweiligen Spins adressiert. Sollen also beispiels-
weise in einem Drei-Spin-System alles Spins die Basis wechseln, so wird die Sequenz
(8.1.1) entsprechend zu

πππ
(1)
σ−π

(2)
σ−π

(3)
σ−ππ (8.1.2)

erweitert.

Da jeder Basiswechsel auf der Anwendung von Mikrowellenpulsen beruht, ist die
Geschwindigkeit, mit der dieser Wechsel geschehen kann, auf der gleichen Zeitskala wie
die inverse Rabi-Frequenz. Diese beträgt für den verwendeten experimentellen Aufbau
etwa 50 kHz und ist somit drei Größenordnungen schneller als die J-Kopplung zwischen
den Spins (J ≈ 50Hz). Aus diesem Grund kann ein Basiswechsel als effektiv instantan
angesehen werden.

8.2. Unterschiedliche Kopplungen in einem
Drei-Spin-System

In dem Folgenden werden die experimentellen Ergebnisse zur Realisierung von Drei-
Spin-Systemen mit unterschiedlichen J-Kopplungen diskutiert. Die Spinzustände ent-
sprechen dabei Hyperfeinzuständen von je einem der drei gespeicherten 171Yb+-Ionen.
Der Zustand |↓〉 ist immer |2S1/2, F = 0〉 und der Zustand |↑〉 ist je nach gewünschter
Kopplung einer der drei Zeeman-Niveaus des Zustands |2S1/2, F = 1〉 (siehe den Ab-
schnitt 2.2). Die axiale Fallenfrequenz beträgt für diese Experimente ν1 = 2π×130 kHz
und die resultierenden Kopplungsstärken sind daher von nahezu gleichem Betrag wie
die gemessenen aus dem vorherigen Kapitel (siehe den Abschnitt 7.3.5). Die Rabi-Fre-
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quenz, mit der die einzelnen Spins gezielt manipuliert werden können, beträgt etwa
50 kHz.

Die Messung der Kopplungen innerhalb des Systems findet, wie zuvor, durch die Be-
obachtung der Dynamik des Systems für unterschiedliche Anfangszustände statt (vgl.
die Abschnitte 4.8 und 7.3.5). Im Speziellen werden vollständig gekoppelte Drei-Spin-
Systeme realsiert, in denen die Kopplungen durch die Wahl unterschiedlicher Basen
auch unterschiedliche Vorzeichen aufweisen. Darüber hinaus wird untersucht, wie die
Kopplung eines Spins an die anderen beiden Spins unterdrückt werden kann. Im Ge-
gensatz zu den vorherigen Experimenten aus dem Abschnitt 7.3.5 basiert die geziel-
te Unterdrückung der Kopplung jedoch nicht auf der Verwendung von dynamischen
Entkopplungspulsen, sondern auf der (in erster Ordnung vorhandenen) Magnetfeldu-
nabhängigkeit der gewählten π-Basis. Im Anschluss wird diese Methode auf den Fall
erweitert, in dem alle Kopplungen simultan unterdrückt werden, da alle Spinzustände
durch die magnetfeldunabhängige Basis definiert werden.

8.2.1. Kopplungen unterschiedlicher Vorzeichen

Wie in den Abschnitten 2.5.4 und 8.1.1 beschrieben wurde, lassen sich Spinsysteme
mit negativen Kopplungskonstanten durch die Verwendung von unterschiedlichen Basis-
zuständen realisieren. Im Gegensatz zu den Untersuchungen eines Drei-Qubit-Systems
aus dem Abschnitt 7.3.5, wo alle Spins in der gleichen Basis realisiert waren, kann
nun der Zustand |↑〉 eines der Spins dem Zeeman-Niveau |2S1/2, F = 1, mF = +1〉
entsprechen. Dieser Spin ist dann in der magnetischen σ+-Basis und die anderen in
der σ−-Basis kodiert. Dieses führt dazu, dass die Kopplungen von diesem Spin an die
anderen ein negatives Vorzeichen aufweisen. Die anderen beiden Spins in der σ+-Basis
haben weiterhin eine Kopplung mit positivem Vorzeichen.

Experimentell realisiert wird dieses durch die Präparation aller Spins in dem Grundzu-
stand |↓〉, der für alle Ionen dem Zustand |2S1/2, F = 0〉 entspricht. Die Manipulation
der Spinzustände geschieht dann wie zuvor durch die Adressierung von Mikrowellenpul-
sen an die Ionen, durch welche die Spins realisiert werden. Für den Spin, der in der
magnetischen σ+-Basis kodiert werden soll, ist dieser Puls dann entsprechend resonant
zu dem Übergang |2S1/2, F = 0〉 ↔ |2S1/2, F = 1, mF = +1〉 (vgl. auch die Abbildung
8.1). Für die anderen beiden Spins sind die Pulse resonant zu den jeweiligen Übergängen
|2S1/2, F = 0〉 ↔ |2S1/2, F = 1, mF = −1〉. Die resultierenden Kopplungen zwischen
den Spins werden wie in dem vorherigen Kapitel 7.3.5 durch die Beobachtung einer be-
dingten Dynamik für unterschiedliche Anfangszustände des Systems rekonstruiert (vgl.
auch den Abschnitt 4.8). Die Beobachtung dieser Dynamik basiert dabei auf einem
Ramsey-Experiment, das an dem ersten Spin durchgeführt wird. Hierfür wird dieser zu-
nächst in dem Superpositionszustand 1/

√
2(|↓〉1 + i |↑〉1) und die anderen beiden Spins

in dem Grundzustand |↓〉2|↓〉3 initialisiert. Während einer bedingten Entwicklungsdauer
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präzediert der erste Spin nun entsprechend der auf ihn wirkenden Kopplungen (analog
zu dem Abschnitt 7.3.5). Ein π/2-Puls mit variabler Phase untersucht schließlich den
Endzustand des ersten Spins und Wiederholungen der Sequenz erlauben die Beobach-
tung von Ramsey-Streifen. Um eine Dephasierung zu unterdrücken, werden an jeden
Spin 20 dynamische Entkopplungspulse einer KDD-Sequenz (siehe den Abschnitt 7.1.4)
adressiert. Für den zweiten und dritten Spin entsprechen diese resonanten π-Pulsen auf
dem jeweiligen magnetischen σ−-Übergang. Für den ersten Spin treiben diese Pulse den
Übergang, in dem der Spinzustand kodiert ist.

In der Abbildung 8.3 sind die experimentellen Ergebnisse für die Kodierung des ersten
Spins in der magnetischen σ+- bzw. σ−-Basis dargestellt (siehe auch die Abbildung 7.19
mit den Daten für die σ−-Basis). Die Verschiebung der Intereferenzstreifen nach einer
bedingten Entwicklungsdauer von 3,6ms hängt von der Wahl der Spinbasis ab. Für die
σ−-Basis ist das Minimum der Ramsey-Streifen zu kleineren Phasen hin verschoben
und für die σ+-Basis hingegen zu größeren Phasen.

Die Abhängigkeit der Phasenverschiebungen von der Entwicklungsdauer ist in der
Teilabbildung (c) zu finden. Hier zeigt sich ein symmetrisches Verhalten und die Stei-
gung der beiden Geraden ist vom Betrag her vergleichbar. Somit lässt sich schließen,
dass die Präzessionsrichtung des Spins und damit auch das Vorzeichen der Kopp-
lungen J12 und J13 für die beiden Basen unterschiedlich ist. Experimentell folgt aus
den Datenpunkten bei Verwendung der σ−-Basis für die Summe der Kopplungen1

J12 +J13 = 2π×56(8) Hz. Wird der erste Spin hingegen in der σ+-Basis kodiert und die
anderen weiterhin der σ−-Basis, so folgt experimentell J12 + J13 = 2π×(-58(14)) Hz.
Das Vorzeichen der Kopplung ist nun negativ, die Beträge jedoch statistisch miteinan-
der verträglich.

In weiteren Messungen wurden die Kopplungen in dem Drei-Spin-System einzeln ge-
messen. Das genaue Messprinzip folgt dabei den Beschreibungen aus dem Abschnitt
4.8. Die Unterdrückung der anderen beiden Kopplungen geschieht mittels eines Spin-Echo-
Pulses und der Methode der ausgewählten Ankopplung (siehe hierzu auch den Abschnitt
7.1.5). Für den Fall, dass alle Spins in der gleichen Basis kodiert sind, ergaben sich die
Kopplungskonstanten aus dem Abschnitt 7.3.5 und [29]

J12 = 2π × 32(4) Hz, (8.2.1)

J23 = 2π × 33(3) Hz, (8.2.2)

J13 = 2π × 18(2) Hz . (8.2.3)

Wird der erste Spin hingegen in der σ+-Basis und die anderen in der σ−-Basis kodiert,
1In dem Abschnitt 7.3.5 wird ein Messwert von 2π×54(6) Hz beschrieben, der auf der Auswertung
für die Anfangszustände |↓〉2|↓〉3 und |↑〉2|↑〉3 beruht. An dieser Stelle ergibt sich der Messwert
2π×56(8) Hz allein aus der Phasenverschiebung für den Anfangszustand |↓〉2|↓〉3.
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Abbildung 8.3.: Untersuchung der simultanen Kopplungen an den ersten Spin,
falls dieser in unterschiedlichen Basen kodiert wird. (a) Die Dynamik des ersten
Spins wird mittels eines Ramsey-Experiments untersucht, wobei die anderen im
Grundzustand |↓〉2|↓〉3 initialisiert werden. Der erste Spin wird hierbei entweder in
der σ−- oder σ+-Basis und die anderen beiden in der σ−-Basis kodiert. (b) Die
resultierenden Ramsey-Streifen sind nach einer bedingten Entwicklungsdauer von
3,6ms abhängig von der Wahl der magnetischen σ±-Basis unterschiedlich verscho-
ben. (c) Aus der Beobachtung der zeitabhängigen Phasenverschiebung lässt sich
die Kopplung experimentell bestimmen. Die Verschiebung hat unterschiedliche Vor-
zeichen, woraus sich auch auf unterschiedliche Vorzeichen der zugrunde liegenden
Kopplungen schließen lässt.

so folgt

J12 = 2π × (−39(5)) Hz, (8.2.4)

J23 = 2π × 34(7) Hz, (8.2.5)

J13 = 2π × (−27(5)) Hz . (8.2.6)
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Die Kopplungen zwischen Spins in unterschiedlichen Basen (1 und 2 sowie 1 und 3)
weisen nun ein negatives Vorzeichen auf. Die Beträge sind jedoch mit den vorherigen
Messdaten innerhalb der doppelten Standardabweichung verträglich. Ähnlich verhält es
sich auch, wenn statt des ersten Spins der zweite in der σ+- und die anderen beiden in
der σ−-Basis kodiert sind. Experimentell folgt nun

J12 = 2π × (−37(5)) Hz, (8.2.7)

J23 = 2π × (−40(5)) Hz, (8.2.8)

J13 = 2π × 28(5) Hz (8.2.9)

und erneut ist die Kopplung zwischen Spins in unterschiedlichen Basen negativ (hier
zwischen den Spins 1 und 2 sowie 2 und 3).

8.2.2. Entkopplung eines Einzelspins

In dem vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, wie die gezielte Kontrolle eines einzelnen
Ions mit Mikrowellenpulsen die Realsierung unterschiedlicher Kopplungen erlaubt. Dar-
über hinaus ist es möglich, die Basis, in welcher der Spin kodiert ist, zu wechseln und
somit die Kopplungen entsprechend zu ändern2 (vgl. den Abschnitt 8.1.2). Da ein Ba-
siswechsel auf der Anwendung von Mikrowellenpulsen basiert, kann er auf der Zeitskala
der inversen Rabi-Frequenz geschehen, die um drei Größenordnungen schneller als die
J-Kopplung innerhalb des Systems ist. Daher kann eine Änderung der Kopplungen in
guter Näherung als instantan angesehen werden.

Dieser Basiswechsel wird anhand der folgenden Pulssequenz, die in der Abbildung 8.4
illustriert ist, demonstriert. Am Anfang wird das System im Grundzustand |↓〉1|↓〉2|↓〉3
präpariert und anschließend werden die beiden Spins 1 und 2 mittels π/2-Pulsen auf
dem magnetischen σ−-Übergang jeweils in einem Superpositionszustand initialisiert.
Zu diesem Zeitpunkt ist das System noch vollständig gekoppelt. Im nächsten Schritt
werden drei π-Pulse eingestrahlt. Der erste und der dritte sind Pulse resonant zu dem
(in erster Ordnung) magnetfeldunabhängigen magnetischen π-Übergang. Der mittlere
π-Puls ist resonant zum Basisübergang des ersten Spins, bei dem es sich hier um den
σ−-Übergang handelt (siehe Gleichung (8.1.1)). Nach dieser Pulssequenz befindet sich
der erste Spin in der magnetfeldunabhängigen π-Basis und seine Kopplung an die ande-
ren beiden Spins verschwindet. Die Zeitentwicklung während der folgenden bedingten
Entwicklungsdauer beruht nun einzig auf der verbleibenden Kopplung zwischen dem
zweiten und dem dritten Spin. Um eine Dephasierung der beiden Spins 2 und 3 zu ver-
hindern werden 20 dynamische Entkopplungspulse einer KDD-Sequenz (siehe Abschnitt

2Dieses kann beispielsweise während eines Quantenalgorithmus geschehen, um die Realisierung zu
optimieren bzw. zu beschleunigen. Eine Diskussion hierzu findet sich im nächsten Kapitel 9.
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Abbildung 8.4.: Sequenz zum Basiswechsel des ersten Spins. Mittels einer Puls-
sequenz aus drei Pulsen, die jeweils resonant zum π- bzw. σ-Übergang sind, kann
der Zustand des ersten Spins von der σ-Basis in die π-Basis umgeschrieben werden
und umgekehrt. Ein zusätzlicher Spin-Echo-Puls (vgl. Abschnitt 7.1.2) schützt den
ersten Spin vor Rauschen. Die anderen beiden Spins 2 und 3 werden mittels dy-
namischen Entkopplungspulsen (DD) vor einer Dephasierung geschützt. Siehe den
Text für weitere Erläuterungen.

7.1.4) an sie adressiert. Aufgrund von Pulsfehlern des Basiswechsels kann der erste Spin
eine unbeabsichtigte Präzession aufweisen. Diese wird effektiv mittels eines Spin-Echo-
Pulses kompensiert. Dieser kann jedoch nicht resonant zum π-Übergang erfolgen, da
dieser für alle Spins (nahezu) identisch ist und somit auch die anderen Spins (in der
σ−-Basis) manipuliert würden. Zu diesem Zweck wird der erste Spin nach der Hälfte
der Entwicklungsdauer in die magnetfeldabhängige Basis zurückkodiert und ein resonan-
ter Spin-Echo-Puls mit der relativen Phase π/2 adressiert (vgl. Abschnitt 7.1.2). Die
Pulssequenz für das Rückkodieren ist die gleiche wie bei der ersten Umkodierung. Nach
dem Spin-Echo-Puls wird die Basis erneut gewechselt und während der zweiten Hälfte
der bedingten Entwicklungsdauer verweilt der Spin in dieser. An die beiden gekoppelten
Spins werden erneut dynamische Entkopplungspulse adressiert. Damit der Endzustand
des ersten Spins in einem Ramsey-Experiment gezielt untersucht werden kann, wird
die Basis erneut erneut gewechselt. Somit wird der zu entkoppelnde Spin in dieser
Messsequenz insgesamt viermal umkodiert. In dem letzten Schritt werden π/2-Pulse
mit einer variablen Phase an die ersten beiden Spins adressiert. Durch Wiederholung
des Experiments lassen sich Ramsey-Interferenzstreifen nach der Projektionsmessung
beobachten.

Die Abbildung 8.5 enthält die experimentellen Ergebnisse hierzu. Für den Anfangszu-
stand des dritten Spins in |↑〉3 sind die resultierenden Ramsey-Streifen der ersten beiden
Spins nach einer bedingten Entwicklungsdauer von 1,6ms und 5,6ms dargestellt (b und
c). Wie man erkennen kann, ändern sich die Streifen des ersten Spins nicht. Die Streifen
des zweiten Spins hingegen zeigen eine deutliche Phasenverschiebung (e), welche auf
eine Dynamik schließen lässt (vgl. den Abschnitt 7.3.5). Die Abhängigkeit der Dynamik
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vom zweiten Spin wird offenbar, wenn das Experiment für den anderen Anfangszustand
|↓〉3 wiederholt wird. Aus der Zeitabhängigkeit der Phasenverschiebung lässt sich die
Kopplungsstärke J23 = 40(8) Hz bestimmen, was statistisch verträglich mit den vor-
hergehenden Messungen aus dem Abschnitt 7.3.5 ist. Die verschwindende Kopplung
an die anderen beiden Spins lässt sich experimentel zu J13 = 2π×(-2(6)) Hz bestim-
men. Im Kontext der Qunanteninformationsverarbeitung erlaubt ein solches System
aus einem ungekoppelten und zwei gekoppelten Spins die simultane Realisierung eines
Ein-Qubit-Quantenspeichers und einem bedingten Zwei-Qubit-Quantengatters.

Um eine Kopplung zwischen dem ersten und den anderen beiden Spins weiter auszu-
schließen, wurde das obige Experiment mit einigen Modifikationen wiederholt. In einem
Experiment wurde eine Ramsey-Messung ausschließlich an dem ersten Spin durchge-
führt und hierbei zeigten die resultierenden Interferenzstreifen ebenfalls keine Abhän-
gigkeit von den Anfangszuständen

{|↓〉2|↓〉3, |↓〉2|↑〉3, |↑〉2|↓〉3, |↑〉2|↑〉3} (8.2.10)

der beiden anderen Spins oder der bedingten Entwicklungsdauer.
In einem anderen Experiment wurde eine Ramsey-Messung ausschließlich an dem

zweiten Spin ausgeführt. Die resultierenden Interferenzstreifen zeigten wie in der Ab-
bildung 8.5 (c) und (e) eine Phasenverschiebung, die nur von dem Anfangszustand des
dritten Spins abhängt und unabhängig von dem Anfangszustand des ersten Spins ist.
Für die Unterdrückung der Kopplung zwischen dem ersten und dem zweiten Spin folgt
der Messwert J12 = 2π×0(8) Hz.
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Abbildung 8.5.: Entkopplung des ersten Spins durch Wechsel in die magnetfeld-
unabhängige Basis. (a) Die ersten beiden Spins befinden sich in Superpositions-
zuständen, um sie mittels Ramsey-Experimenten zu untersuchen, und der dritte
befindet sich in einem Energieeigenzustand. Der erste Spin ist während der beding-
ten Entwicklungsdauer in der magnetischen π-Basis und die anderen beiden sind
in der magnetischen σ−-Basis kodiert. Die beobachteten Ramsey-Streifen des ers-
ten Spins (b) zeigen keine zeitabhängige Phasenverschiebung in Abhängigkeit von
dem Zustand des dritten Spins (d) und bleiben konstant. Der zweite Spin hingegen
weist eine bedingte Dynamik auf, da seine Kopplung an den dritten Spin weiterhin
vorhanden ist (c und e).

181



8. Gekoppelte Spinsysteme

0 2 4 6
0

0.25

0.5

0.75

1

Entwicklungsdauer (ms)

S
tr

ei
fe

nk
on

tr
as

t

0 2 4 6
0

0.25

0.5

0.75

1

Entwicklungsdauer (ms)

S
tr

ei
fe

nk
on

tr
as

t

 a

 b  c

Abbildung 8.6.: Messung der Kohärenzzeiten von Spins in unterschiedlichen Ba-
sen. Der erste Spin ist in der magnetfeldunabhängigen Basis und der zweite in
der magnetfeldabhängigen Basis kodiert. Beide Spins befinden sich während un-
terschiedlich langer Entwicklungsdauern in Superpositionszuständen und werden
mittels Ramsey-Experimenten untersucht. Der resultierende Kontrast der Interfe-
renzstreifen des ersten Spins (b) zeigt einen deutlich langsameren Zerfall als der des
zweiten Spins (c), obwohl dessen Zustand mittels 20 dynamischer Entkopplungspul-
se stabilisiert wird. Der reduzierte Streifenkontrast des ersten Spins resultiert aus
Pulsfehlern während der Sequenz zum Basiswechsel.

Bei einer genaueren Betrachtung der Interferenzstreifen in der Abbildung 8.5 (b)
und (c) fällt ebenfalls auf, dass der Streifenkontrast des ersten Spins sich nach einer
bedingten Entwicklungsdauer von 5,6ms kaum geändert hat und der des zweiten Spins
schon deutlich zerfallen ist. Zur genaueren Diskussion dieses Sachverhaltes findet sich
in der Abbildung 8.6 der gemessene Streifenkontrast in Abhängigkeit von der Entwick-
lungsdauer aufgetragen. Für den ersten Spin, der in der magnetfeldunabhängigen Basis
realsiert ist, folgt eine Kohärenzzeit (vgl. Abschnitt 7.1.1) von 50(10)ms. Für den
anderen Spin in der magnetfeldabhängigen Basis ergibt sich für die 20 dynamischen
Entkopplungspulse eine Kohärenzzeit von 5,9(12)ms, was mit den Ergebnissen aus Ab-
bildung 7.23 (7,7(11)ms) verträglich ist. Anhand dieser Ergebnisse wird deutlich, dass
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Spinzustände in der π-Basis deutlich weniger von einer Dephasierung betroffen sind als
die in der magnetischen σ-Basis.
Für eine verschwindende Entwicklungsdauer beträgt der Kontrast des zweiten Spins

etwa 0,93 und ist hauptsächlich durch die Detektionswahrscheinlichkeit begrenzt (siehe
dazu den Abschnitt 4.3). Für den ersten Spin in der π-Basis fällt auf, dass der Strei-
fenkontrast deutlich stärker begrenzt ist und lediglich 0,75 beträgt. Dieser Unterschied
liegt an fehlerhaften Pulsen, die den Basiswechsel realisieren3.

8.2.3. Entkopplung aller Spins

Neben der Entkopplung eines Spins ist es auch möglich, alle zu entkoppeln. Die Pulsse-
quenz zum Wechsel der Basis aller Spins ist (8.1.2). Zur experimentellen Untersuchung
wird jeder Spin in einem Superpositionszustand der σ−-Basis präpariert und anschlie-
ßend in die π-Basis umgeschrieben. Die Spins sind nun vollständig entkoppelt und das
System verbleibt während einer bedingten Entwicklungsdauer in seinem Zustand

1/
√

8(|↓〉1 + i |↑〉1)(|↓〉2 + i |↑〉2)(|↓〉3 + i |↑〉3) . (8.2.11)

In der Abbildung 8.7 sind die resultierenden Interferenzstreifen nach einer Entwick-
lungsdauer von 10ms dargestellt. Alle Streifen haben ihr Minimum bei der Ramsey-
Phase von π und zeigen einen deutlichen Kontrast von etwa 0.82. Die Zustands-Fide-
lity des zweiten Spins beträgt beispielsweise 0,91(2), was die deutliche Unterdrückung
des Einflusses von Magnetfeldrauschen und somit von Dephasierung demonstriert. Die
transversale Relaxationszeit bzw. Kohärenzzeit der Spins ist also deutlich größer als die
bedingte Entwicklunsgdauer von 10ms.

3Für robustere zusammengesetzte Pulse (siehe beispielsweise [127]) kann man deutlich bessere Ergeb-
nisse erwarten.
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Abbildung 8.7.: Simultane Entkopplung aller Spins. (a) Alle Spins sind in Super-
positionszuständen ihrer π-Basis kodiert. Nach einer Entwicklungsdauer von 10ms
werden an allen Spins Ramsey-Messungen durchgeführt. (b - d) Die resultierenden
Interferenzstreifen zeigen alle die gleiche Phansenlage und einen deutlichen Kon-
trast. Aus dem Streifenkontrast des zweiten Spins lässt sich beispielsweise eine
Fidelity von 0,91(2) bestimmen und für die Zustands-Fidelity des Drei-Spin-Sys-
tems folgt 0,69(3).

8.2.4. Zusammenfassung und Ausblick der unterschiedlichen
Spin-Systeme

In diesem Abschnitt werden die unterschiedlichen untersuchten Kopplungstopologien
in einem Drei-Spin-1/2-System zusammengefasst und darüber hinaus wird diskutiert,
wie sich die verwendeten Methoden erweitern lassen. Die Abbildung 8.8 enthält Illustra-
tionen der untersuchten gekoppelten Systeme und die dazugehörigen experimentellen
Ergebnisse. Als einfachstes System wurde das, in welchem alle Spins in der gleichen ma-
gnetfeldabhängigen σ−-Basis kodiert sind, gewählt. In dieser Topologie sind alle Spins
miteinander gekoppelt und die Kopplungskonstanten haben jeweils ein positives Vorzei-
chen (a). Ein solches System wurde experimentell in dem Abschnitt 7.3.5 untersucht
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und die Kopplungskonstanten gemessen.Für den Fall, dass einer der Spins in der ande-
ren, der σ+-Basis kodiert wird, haben die Kopplungen von diesem Spin an den Rest des
Systems negative Vorzeichen, was in dem Abschnitt 8.2.1 experimentell untersuchte
wurde. Ist der erste Spin in der σ+-Basis präpariert, so weist der mittlere Spin eine
positive und negative Nächstnachbar-Wechselwirkung auf (b). Ist der mittlere Spin hin-
gegen in der σ+-Basis kodiert, so sind seine beiden Kopplungen an die benachbarten
Spins negativ (c). Darüber hinaus wurde in dem Abschnitt 8.2.2 gezeigt, dass ein Spin
in der magnetfeldunabhängigen π-Basis nicht an die anderen Spins koppelt (d), die
Kopplung zwischen den beiden anderen Spins jedoch erhalten bleibt. Für den Fall, dass
alle Spins entkoppelt werden sollen, kann dieses, wie in dem Abschnitt 8.2.3 gezeigt
wurde, durch eine Kodierung aller Spins in der magnetischen π-Basis geschehen (e). Da
die Spinzustände so weniger von Magnetfeldrauschen beeinträchtigt werden, beträgt
die Kohärenzzeit bei Anwendung eines Spin-Echo-Pulses T2 mehr als 10ms.

Des Weiteren ist es denkbar, die verwendeten Methoden zu verändern oder zu kom-
binieren, um somit weitere Kopplungstopologien zu realisieren. Es ist beispielsweise
möglich in (d) statt dem ersten den zweiten Spin in der magnetischen π-Basis zu ko-
dieren. Dann würde einzig die langreichweitige Kopplung J13 zwischen dem ersten und
dritten Spin wirken. Eine andere Möglichkeit ist in (d) den zweiten Spin in der σ+-Basis
zu kodieren. In diesem Fall würden die Kopplungen J12 und J13 weiterhin verschwinden,
jedoch hätte die Konstante J23 nun ein negatives Vorzeichen.
Wie in dem Abschnitt 8.1.2 beschrieben und in dem Abschnitt 8.2.2 gezeigt wurde,

J23/2 = -40(5) Hz
J12/2 = -37(5) Hz

J13/2 = 28(5) Hz

J23/2 = 34(7) Hz
J12/2 = -39(5) Hz

J13/2 = -27(5) Hz

J23/2 = 39(7) Hz
J12/2 = 34(7) Hz

J13/2 = 27(7) Hz

+ +

+

- +

-

- -

+

T2 > 10 ms

d

e

a

b

c

J23/2 = 40(8) Hz
J12/2 = 0(8) Hz

J13/2 = -2(6) Hz

-

-

-

+

+ -

-

-

--

-

+

Abbildung 8.8: Unterschiedliche realisierte
Spin-1/2-Systeme. Jeder Spin wird durch
einen Punkt symbolisiert. Die Basis, in der
jeder Spin kodiert ist, wird dabei durch σ±

bzw. π beschrieben. Eine durchgezogene Li-
nie, die zwei Spins verbindet, kennzeichnet
die resultierende Kopplung und ± ihr Vor-
zeichen. Die experimentellen Daten sind in
der rechten Spalte zu finden. In (a) sind alle
Spins in der gleichen Basis kodiert und da-
her sind die Kopplungen positiv. In (b) und
(c) ist einer der Spins in einer anderen Basis
kodiert, was zu unterschiedlichen Wechsel-
wirkungen führt. Darüber hinaus ist es auch
möglich die Kopplungen eine Spins (d) oder
aller Spins (e) zu unterdrücken.
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8. Gekoppelte Spinsysteme

ist es möglich die Spinbasen nahezu instantan zu wechseln. Somit können die resultie-
renden Kopplungstopologien während einer Quantensimulation oder eines Quantenal-
gorithmus verändert werden. Dies verleiht dem physikalischen System eine große Flexi-
bilität und ist für laserbasierte Systeme [167] erheblich aufwändiger und wurde bisher
noch nicht experimentell demonstriert.

Diskussion anhand der Kopplungsmatrix

Die Vorhersage der resultierenden Kopplungen kann in einem beliebigen N-Spin-System
aufgrund der verwendeten Basen erfolgen. Wie oben diskutiert wurde, ist die Kopplung
zwischen zwei Spins in der gleichen magnetischen σ-Basis immer positiv und für unter-
schiedliche σ-Basen negativ. Übersichtlich lässt sich dieses anhand der Kopplungsmatrix
Jnm, die in der Abbildung 8.9 illustriert ist, diskutieren. Sind alle Spins in der gleichen,
beispielsweise der σ−-Basis, kodiert, so sind alle Kopplungsstärken positiv. Wird nun der
Spin j in der σ+-Basis kodiert, so wird seine Kopplung an alle anderen Spins negativ. In
der Kopplungsmatrix bedeutet dieses, dass die j-te Zeile und Spalte mit −1 multipliziert
werden. Für den Fall, dass ein weiterer Spin k ebenfalls in der σ+-Basis kodiert wird,
wird ebenfalls die k-te Zeile und Spalte mit −1 multipliziert. Die beiden Spins j und k
sind also nun in der gleichen Basis kodiert und somit ist ihre Kopplung Jjk (und analog
Jkj) positiv. In der Kopplungsmatrix trifft dieses ebenfalls zu, da dieser Eintrag zweimal
mit −1 multipliziert wurde (einmal durch die j-te Zeile und einmal durch die k-te Spal-
te). Ist einer der Spins l statt in einer magnetischen σ-Basis in der π-Basis kodiert, so
verschwindet seine Kopplung an alle anderen Spins. Für die Kopplungsmatrix bedeutet
dieses die Mutiplikation der l-ten Zeile und Spalte mit 0.
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Abbildung 8.9.: Einfluss unterschiedlicher Basen auf die Kopplungsmatrix. Sind alle
Spins in der gleichen σ-Basis kodiert, so sind alle Kopplungen positiv. Wird ein Spin
hingegen in der anderen σ-Basis kodiert, so entspricht dieses einer Multiplikation der
entsprechenden Zeile und Spalte mit -1 (gelb hervorgehoben). Sind beispielsweise
die beiden Spins j und k in der gleichen σ-Basis kodiert, so ist ihre wechselseitige
Kopplung jedoch positiv (orange hervorgehoben). Wird der Spin l in der π-Basis
kodiert, so koppelt er nicht an die anderen Spins (blau hervorgehoben). Siehe Text
für mehr Details.
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9
Quanten-Fouriertransformation

Im Kontext der Quanteninformationsverarbeitung bilden Systeme gekoppelter Spins,
wie sie in dem Kapitel 8 präsentiert wurden, eine Plattform für die Realisierung eines
Quantencomputers. Dabei entspricht jeder Spin einem Quantenbit des Registers und
die vorhandenen Kopplungen erlauben bedingte Logikoperationen der Qubits unterein-
ander.

Eine Unterroutine, die viele Quantenalgorithmen im Vergleich zu ihren klassischen
Entsprechungen exponentiell beschleunigen kann, ist die Quanten-Fouriertransformati-
on (QFT) [170; 171]. So bildet sie beispielsweise die Grundlage für die schnelle Fak-
torisierung sowie die Berechnung des diskreten Logarithmus [8], oder den Deutsch-Al-
gorithmus [172]. Weitere mögliche Anwendungen sind Algorithmen zur numerischen
Bestimmung des Gradienten einer Funktion [173], zur Eigenwertbestimmung von Dif-
ferentialoperatoren [174], zum Lösen linearer Gleichungssysteme [10], zur Anpassung
einer Funktion an Datenpunkte [12], zum Lösen algebraischer Probleme [175] und zur
Zerlegung in quadratfreie Zahlen [11].

Die bisher demonstrierten Realisierungen der QFT wurden vornehmlich in physika-
lischen Systemen gezeigt, die auf Kernspinresonanz [176; 16] oder gespeicherten Io-
nen [71] basieren. Der Algorithmus wurde dann aus Ein-Qubit-Gattern und bedingten
Zwei-Qubit-Gattern zusammengesetzt. Darüber hinaus wurde eine semiklassische QFT
ohne bedingte Quantengatter mit Hilfe von gespeicherten Ionen gezeigt [177]. Jedoch
kann diese Variante nicht in jedem beliebigen Algorithmus als Unterroutine verwen-
det werden, da sie beispielsweise keine verschränkten Zustände als Eingangszustände
erlaubt und die relative Phaseninformation des Ausgangszustands zerstört.
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In diesem Kapitel wird nun eine neuartige Realisierung der QFT präsentiert. Hierbei
wird der Algorithmus nicht aus Ein- und Zwei-Qubit-Gattern zusammengesetzt, son-
dern nutzt möglichst optimal alle vorhandenen Kopplungen innerhalb des Registers aus.
In der Folge kann die Anzahl an Gattern bzw. die Dauer, welche die QFT in Anspruch
nimmt, minimiert werden. Der Ansatz, der dabei verfolgt wird, ist von dem physika-
lischen System unabhängig und sowohl in Systemen gespeicherter Ionen als auch in
Systemen, die auf Kernsprinresonanzen basieren, anwendbar. Darüber hinaus lassen
sich auch andere Algorithmen oder Unterroutinen auf diese Weise optimieren; die QFT
wurde lediglich aufgrund ihrer Bedeutung für die Quanteninformationsverarbeitung als
prominentes Beispiel gewählt.

In dem folgenden Abschnitt 9.1 werden nun zuerst die mathematischen Grundlagen
der QFT und wesentliche Definitionen zusammengefasst. Danach folgt im Abschnitt
9.2 die Motivation und Beschreibung der optimierten Sequenz zur Realisierung der
QFT. Die theoretischen Arbeiten dazu stammen von Dr. S. S. Ivanov und sind Teil
einer gemeinsamen Publikation [150]. Die vorgeschlagene Pulssequenz wird in weite-
ren Schritten vereinfacht, um sie effizienter experimentell realisieren zu können. Der
Abschnitt 9.3 enthält die experimentellen Daten und eine umfangreiche Diskussion der
technischen Fehlerquellen, welche die Qualität der Ergebnisse reduzieren.

9.1. Zusammenfassung der theoretischen Grundlagen

Die Zusammenfassung der theoretischen Grundlagen beginnt mit der Definition der
QFT. Hierbei wird davon ausgegangen, dass sie auf einen Zustandsvektor |j〉 angewandt
wird und diesen in den Zustand |k〉 überführt. Die beiden Zustände bezeichnen dabei
Ganzzahlen in einer Binärdarstellung und es gilt beispielsweise für ein Drei-Qubit-Regis-
ter

|000〉 ≡ |0〉 , |001〉 ≡ |1〉 , |010〉 ≡ |2〉 , |011〉 ≡ |3〉 , ... , |111〉 ≡ |7〉 . (9.1.1)

Die Definition der QFT lautet dann [17]

|j〉 →
1√
N

N−1∑
k=0

e i2πjk/N |k〉 , (9.1.2)

wobei N die Dimension des Hilbert-Raums bezeichnet. Für drei Qubits ist N ≡ 23 = 8.
Einen beliebigen Superpositionszustand transformiert die QFT zu

N−1∑
j=0

xj |j〉 →
N−1∑
k=0

yk |k〉 . (9.1.3)
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Dabei ergeben sich die Amplituden

yk ≡
1√
N

N−1∑
j=0

xje
i2πjk/N (9.1.4)

aus der diskreten Fouriertransformation der Amplituden des Eingangszustands [17]. Die
Quanten-Fouriertransformation entspricht also einer diskreten Fouriertransformation
der Amplituden eines Quantenzustands.

Eine weitere, nützliche Darstellung der QFT ist die sogenannte Produktdarstellung,
die für n Qubits

|j〉 →
1

2n/2

n⊗
l=1

[
(|0〉+ e i2πj2

−l |1〉)
]

(9.1.5)

lautet [17].

Anhand einiger einfacher Beispiele soll die Wirkungsweise der QFT verdeutlicht wer-
den. Hierbei wird immer von einem Register mit drei Qubits ausgegangen, was den
im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Experimenten entspricht. Wird die QFT auf
den Grundzustand angewandt, so lässt sich der transformierte Zustand einfach aus der
Definition (9.1.2) oder der Produktdarstellung (9.1.5) berechnen.

|000〉 ≡ |0〉 →
1√
8

[|0〉+ |1〉+ |2〉+ ...+ |7〉]

→
1√
8

[(|0〉+ |1〉) (|0〉+ |1〉) (|0〉+ |1〉)] (9.1.6)

Der Zustand, der sich aus der Anwendung der QFT auf den Anfangszustand |2〉
ergibt, lässt sich am einfachsten direkt aus der Produktdarstellung (9.1.5) bestimmen

|010〉 ≡ |2〉 →
1√
8

[(|0〉+ |1〉) (|0〉 − |1〉) (|0〉+ i |1〉)] (9.1.7)

wobei e iπ = −1 und e iπ/2 = i benutzt wurden.
Für die Berechnung des Zustands, der sich aus dem Anfangszustand 1/

√
2(|0〉+ |4〉)

ergibt, lässt sich am einfachsten die diskrete Fouriertransformation der Amplituden
(9.1.4) verwenden. Hierbei gibt es nur zwei Amplituden x0 = x4 = 1/

√
2, die von null

verschieden sind. Somit folgt für die transformierten Amplituden

yk =
1

4

[
1 + (−1)k

]
. (9.1.8)
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Es gibt also nur die von null verschiedenen transformierten Amplituden y0 = y2 = y4 =

y6 = 1/2 und der transformierte Zustand ist somit

1√
2

(|000〉+ |100〉) ≡
1√
2

(|0〉+ |4〉) →
1

4
[|0〉+ |2〉+ |4〉+ |6〉]

→
1

4
[|000〉+ |010〉+ |100〉+ |110〉]

→
1

4
[(|0〉+ |1〉) (|0〉+ |1〉) |0〉] (9.1.9)

In dem Abschnitt 9.3 wird die QFT auf unterschiedliche Eingangszustände ange-
wandt und die Endzustände gemessen. Die obigen Definitionen und Beispiele erlauben
somit einen schnellen Vergleich der Messergebnisse mit den theoretischen Vorhersagen.

Weitere interessante Zustände im Zusammenhang mit der QFT sind sogenannte
periodische Zustände. Diese sind definiert als [17]

|φ〉 =

N/r−1∑
j=0

c |l + j r〉 mit |c | =
√
r/N . (9.1.10)

Dabei bezeichnet r die Periodizität und l den Offset des Zustands |φ〉. Die QFT trans-
formiert solche Zustände zu

|φ〉 → |φ̃〉 =

r−1∑
k=0

αk |kN/r〉 mit |αk | =
√

1/r . (9.1.11)

Die Bestimmung der Periodizität der Amplituden von Quantenzuständen ist die grund-
legende Operation der QFT und wurde bereits in unterschiedlichen Experimenten de-
monstriert [176; 177; 71].

Im Folgenden werden für das hier gezeigte Register aus drei Qubits die periodischen
Zustände und ihre Transformation diskutiert.

Der erste Zustand ist dabei der Zustand |111〉 ≡ |7〉. Dieser hat, wie man aus der
Definition (9.1.10) ablesen kann, die Periodizität r = 8 und den Offset l = 0. Sein
transformierter Zustand lässt sich mittels (9.1.11) bestimmen und es folgt

|111〉 ≡ |7〉 →
7∑
k=0

αk |k〉

→ α0|0〉+ α1|1〉+ α2|2〉+ ...+ α7|7〉 (9.1.12)

eine gleichmäßige Superposition aller Zustände. Ein Zustand mit der Periodizität r = 4

ist |+ 11〉 und sein Offset beträgt l = 3. Dabei bezeichnet |+〉 = 1/
√

2(|0〉+ |1〉). Es
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folgt der transformierte Zustand

|+ 11〉 ≡
1√
2

(|3〉+ |7〉) →
3∑
k=0

αk |2k〉

→ α0|0〉+ α1|2〉+ α2|4〉+ α3|6〉 . (9.1.13)

Der Zustand |+11〉 hat die Periodizität r = 2 mit dem Offset l = 1. Die Tranformation
ergibt den Zustand

|+ +1〉 ≡
1

2
(|1〉+ |3〉+ |5〉+ |7〉) →

1∑
k=0

αm|4k〉

→ α0|0〉+ α1|4〉 . (9.1.14)

Als letztes folgt ein Zustand mit der Periodizität r = 1. Ein Beispiel ist | + ++〉 mit
dem Offset l = 0. Es folgt

|+ ++〉 ≡
1√
8

(|0〉+ |1〉+ |2〉+ |3〉+ |4〉+ |5〉+ |6〉+ |7〉)→ |0〉 . (9.1.15)

Führt man also unmittelbar nach der QFT eine Projektionsmessung durch, so be-
obachtet man r -viele Zustände mit einer hohen Nachweiswahrscheinlichkeit. Für den
Anfangszustand | + +1〉, der nach α0|0〉 + α1|4〉 transformiert wird, sind es beispiels-
weise die Zustände |000〉 und |100〉, die jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2
detektiert werden. Auf diese Weise lässt sich aus der Anzahl von häufigen Zuständen
die Periodizität des Eingangszustands aus den experimentellen Ergebnissen bestimmen.
In dem Abschnitt 9.3 finden sich Experimente, in denen die obigen Zustände und ihre
Transformierten experimentell untersucht werden.

9.2. Optimierte Realisierung

Die QFT kann mittels unterschiedlicher Ansätze realisiert werden. Der einfachste ist
dabei die sogenannte serielle Zerlegung [178], die in der Abbildung 9.1 dargestellt ist.
Bei dieser wird die QFT aus Hadamard-Gattern (vgl. den Abschnitt 2.6) und bedingten
Zwei-Qubit-Phasengattern zusammengesetzt. Diese Konstruktion wurde experimentell
in unterschiedlichen physikalischen Systemen demonstriert [176; 16; 71]. Wird das Sys-
tem durch einen Ising-Hamiltonian beschrieben, so müssen während den bedingten
Zwei-Qubit-Phasengattern, die nacheinander ausgeführt werden, alle unbeabsichtigten
Kopplungen unterdrückt werden. Aus diesem Grund ist diese Art der Realisierung zwar
theoretisch einfach zu konstruieren, ist jedoch nicht die schnellste.

Im Allgemeinen ist es somit vorteilhaft, die QFT in Gatter zu zerlegen, die von dem
physikalischen System einfacher zu realisieren sind. Diese sind Ein-Qubit-Gatter und
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Wartedauern, während denen sich das gekoppelte System entwickelt [179; 180; 181;
182]. Der Vorteil ist dann der, dass die Anzahl an Gattern beziehungsweise die Dauer
des Algorithmus minimiert werden kann. Falls das physikalische System von Dekohä-
renz betroffen ist, führt dieses auch zu einer verbesserten Fidelity des Algorithmus.
Die in diesem Kapitel vorgestellte Realisierung der QFT nutzt alle Kopplungen eines
vollständig gekoppelten Drei-Qubit-Systems in optimaler Weise simultan aus.

9.2.1. Theoretischer Vorschlag

Im Folgenden wird die optimierte Realisierung der QFT beschrieben. Die Optimierung
bezieht sich dabei auf die Dauer des Algorithmus, die für eine ideale Fidelitiy von höher
als 0,99 minimiert wird. Die theoretischen Arbeiten hierzu stammen von Dr. S. S. Iva-
nov und basieren auf [183]. An dieser Stelle werden die für die Realisierung notwendigen
Überlegungen zusammengefasst. Publiziert wurden sie zusammen mit den experimen-
tellen Ergebnissen in [150].

Zu Begin der Beschreibung wird hier nun der Satz von Gattern, aus denen die Rea-
lisierung zusammengesetzt wird, vorgestellt. Diese besteht aus Einzelqubitrotationen
R(φ), einem Einzelqubit-Phasengatter T (φ) und einem Gatter, das geeignet ist Qubits
zu verschränken U(T ). Zur Vereinfachung wird das Phasengatter mit den Einzelqubi-
trotationen zusammen realisiert, wobei gilt

T (φ/2)R(θ)T (−φ/2) = R(θ, φ) . (9.2.1)

Solche Rotationen können in dem vorhandenen experimentellen Aufbau durch Mikro-

Abbildung 9.1.: Quantenschaltung der QFT in der seriellen Zerlegung. Der Al-
gorithmus besteht aus Hadamard-Gattern (H) und bedingten Drehungen um die
z-Achse (Z). Der Drehwinkel ist dabei jeweils π/2 bzw. π/4. Darüber hinaus ist ein
SWAP13-Gatter (×), das die Zustände des ersten und dritten Qubits vertauscht,
notwendig.
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wellenpulse realiert werden (siehe dazu auch den Abschnitt 2.6). Die Darstellung dieser
Gatter folgen im Weiteren den Definitionen

Rk(θ, φ) = e−i
θ
2

(σ
(k)
x cosφ+σ

(k)
y sinφ), (9.2.2)

Tk(φ) = e−iφσ
(k)
z , (9.2.3)

wobei der Index das adressierte Qubit bezeichnet und Rk(θ) = Rk(θ,0) gilt.
Das Gatter zur Verschränkung basiert auf einer bedingten Entwicklung des Quanten-

systems (siehe dazu den Abschnitt 2.7) während einer Dauer T und es gilt

Ukl(φ) = e iφ σ
(k)
z σ

(l)
z , (9.2.4)

wobei die Phase φ = Jkl T/2 von dem Produkt aus Kopplungsstärke und der Entwick-
lungsdauer abhängt.

Der Algorithmus für die QFT mit drei Qubits kann mittels

TFH3e
iπ
(

1
8
σ

(2)
z σ

(3)
z

)
H2e

iπ
(

1
8
σ

(1)
z σ

(2)
z + 1

16
σ

(1)
z σ

(3)
z

)
H1TI (9.2.5)

realisiert werden. Dabei bezeichnet Hk = iRk(π/2,−π/2)Rk(π) das Hadamard-Gatter
(vgl. den Abschnitt 2.6), welches auf das Qubit k angewandt wird und

TF = exp

[
−i

3∑
k=1

π

4
(1− 2k−3)σ(k)

z

]
, (9.2.6)

TI = exp

[
−i

3∑
k=1

π

4
(1− 2−k+1)σ(k)

z

]
, (9.2.7)

sind Phasengatter, die auf alle Qubits am Anfang und am Ende der Sequenz angewandt
werden. Diese Sequenz kann ausführlicher dargestellt werden als

TFR3(
π

2
,−
π

2
)R3(π) e

iπ
(

1
8
σ

(2)
z σ

(3)
z

)
R2(

π

2
,−
π

2
)R2(π)

e
iπ

(
1
8
σ

(1)
z σ

(2)
z +

1
16
σ

(1)
z σ

(3)
z

)
R1(

π

2
,−
π

2
)R1(π)TI . (9.2.8)

Im Weiteren wird nun diskutiert, wie diese Sequenz mit dem obigen Set von Quan-
tengattern realisiert wird. Die komplizierteste Operation ist dabei die Realisierung des
Terms

e
iπ
(

1
8
σ

(1)
z σ

(2)
z + 1

16
σ

(1)
z σ

(3)
z

)
, (9.2.9)
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denn während einer bedingten Entwicklungsdauer wirken dabei nur die Kopplungen
zwischen den Qubits 1 und 2 sowie zwischen 1 und 3. Eine gezielte Unterdrückung der
Kopplung J23 alleine ist jedoch mit den im Rahmen dieser Arbeit bisher verwendeten
Methoden nicht möglich1. Die Realisierung dieses Terms beruht auf der Anwendung
zweier π-Pulse auf Qubit 3 vor und nachdem das Gatter U(T ) = U12(T )U23(T )U13(T )

ausgeführt wird. Der Effekt der beiden Pulse ist der, dass die beiden Kopplungen J13

und J23 in der Zeitentwicklung effektiv ihr Vorzeichen gewechselt haben und es gilt

R3(π)U(T )R3(π) = R3(π) exp

[
iT

2

(
J12σ

(1)
z σ(2)

z + J13σ
(1)
z σ(3)

z + J23σ
(2)
z σ(3)

z

)]
R3(π)

= exp

[
iT

2

(
J12σ

(1)
z σ(2)

z − J13σ
(1)
z σ(3)

z − J23σ
(2)
z σ(3)

z

)]
. (9.2.10)

Somit führt die Sequenz U(T2)R3(π)U(T1)R3(π) zu der Zeitentwicklung

exp

[
i
1

2
((T1 + T2)J12σ

(1)
z σ(2)

z + (−T1 + T2)J13σ
(1)
z σ(3)

z + (−T1 + T2)J23σ
(2)
z σ(3)

z )

]
(9.2.11)

und für die Wahl von

T1 =
π

8

(
1

J12

+
1

2J13

)
und (9.2.12)

T2 =
π

8

(
1

J12

−
1

2J13

)
, (9.2.13)

folgt der gewünschte Term (9.2.9) mit einem weiteren Faktor. Dieser kann jedoch
mittels zusätzlicher Einzelqubitrotation eliminiert werden. Angewandt auf die Sequenz
in (9.2.8) ergibt sich somit die Form2

[
R2(A2,

3π

4
)R3(

π

2
,−
π

2
)
]
U23(T3)

[
R1(π,

3π

16
)R2(A1,

3π

4
)R3(π,

13π

16
)
]

U(T2)R3(π)U(T1)
[
R1(π)R2(π)R3(π)

]
H1, (9.2.14)

wobei die Entwicklungsdauer T3 sowie die Drehwinkel A1 und A2 von dem folgenden

1Eine Alternative wäre die Nacheinanderausführung von bedingten Dynamiken, die auf Kopplungsto-
pologien beruhen, in denen jeweils ausschließlich die Kopplungen J12 beziehungsweise J13 vorhanden
sind (siehe dazu die Abschnitte 7.3.5 und 8.2.2). Dafür könnte man zuerst das Qubit 3 isolieren
und danach das Qubit 2. Eine solche Nacheinanderausführung ist jedoch zeitintensiv und würde die
Realisierung verlangsamen. Eine parallele Ausführung hingegen ist schneller und daher vorteilhaft.

2Die eckigen Klammern dienen einzig der besseren Übersicht.
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Gleichungssystem mit α = J23/J13 bestimmt werden.

1√
2
e i

π
16

(α+2)e iJ23T3/2 − sin
A1

2
sin

A2

2
e iJ23T3 + cos

A1

2
cos

A2

2
= 0, (9.2.15)

1√
2
e i

π
16

(α−2)e iJ23T3/2 − sin
A1

2
cos

A2

2
e iJ23T3 − cos

A1

2
sin

A2

2
= 0. (9.2.16)

Die Sequenz (9.2.14) ist allgemein für jede Kopplungsmatrix J eines vollständig
gekoppelten Systems gültig. Für die an dem verwendeten Aufbau bestimmten Kopp-
lungsstärken (vgl. den Abschnitt 7.3.5 und [29]) folgen somit Entwicklungsdauern von
T1=3,69ms, T2=0,22ms und T3=4,87ms. Für die Drehwinkel gilt A1 = 0,686π und
A2 = 0,716π.

Die Sequenz zur Realisierung der QFT basiert somit auf Einzelqubitrotationen und
bedingten Entwicklungen des Systems. Die besondere Zeitentwicklung U23(T3) in (9.2.14)
entspricht einer Entwicklung des Systems nachdem das Qubit 1 isoliert worden ist und
lediglich die Kopplung J23 wirkt. Eine solche Topologie lässt sich durch ein Umkodie-
ren des ersten Qubits in die magnetfeldunabhängige π-Basis (vgl. dazu den Abschnitt
8.2.2) oder effektiv durch einen zusätzlichen Spin-Echo-Puls (vgl. hierzu den Abschnitt
7.3.5) realisieren. Im Weiteren wird wegen der Einfachheit von der zweiten Möglichkeit
Gebrauch gemacht. Darüber hinaus ist es zur Vervollständigung der QFT notwendig,
die Zustände der Qubits 1 und 3 zu tauschen. Ein solches SWAP13-Gatter kann aus
mehreren CNOT-Gattern und Einzelqubitrotationen konstruiert werden (siehe dazu bei-
spielsweise [176]). Zur Vereinfachung wird die Vertauschungsoperation in dieser Arbeit
durch eine Umbenennung der Qubits 1 und 3 während der Datenauswertung erzielt.

Vergleich der Geschwindigkeiten

An diesem Punkt lohnt ein Vergleich, wie schnell die QFT mit der optimierten Pulsse-
quenz ausgeführt werden kann und wie schnell eine herkömmliche serielle Konstruktion
wäre. Die lokalen Einzelqubitmanipulationen erfolgen auf der Zeitskala der typischen Ra-
bi-Frequenzen von 50 kHz und die bedingte Dynamik hingegen erfolgt auf der Zeitskala
der typischen Kopplungskonstanten von etwa 30Hz. Da die Einzelqubitmanipulationen
somit drei Größenordnungen schneller sind, wird ihre Dauer im weiteren vernachlässigt.
Die Abschätzung der Geschwindigkeiten basiert somit ausschließlich auf den Dauern
der bedingten Mehr-Qubit-Dynamik.

Die serielle Zerlegung [17] benötigt drei bedingte Entwicklungsdauern (vgl. Abbildung
9.1). Zwei von diesen entsprechen bedingten Rotationen um den Winkel π/2 zwischen
benachbarten Qubits und eine entspricht einer bedingten Rotation um den Winkel π/4

zwischen den Qubits 1 und 3.
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Die Kopplungsstärken sind gerade so definiert, dass für eine volle Umdrehung (um
einen Winkel von 2π) gilt:

J T = 2π . (9.2.17)

Eine Viertelumdrehung (um π/2), auf der das CNOT-Gatter basiert, benötigt somit
die Dauer T = 2π/(4J) und die Achtelumdrehung (um π/4) benötigt T = 2π/(8J).
Somit folgt für die Gesamtdauer der QFT bei der seriellen Zerlegung

T seriell
QFT =

2π

4J12

+
2π

8J13

+
2π

4J23

(9.2.18)

und für die vorhandenen Kopplungsstärken [29] folgt somit

T seriell
QFT =

1

4× 32 Hz
+

1

8× 18 Hz
+

1

4× 33 Hz
= 22,3 ms. (9.2.19)

Die optimierte Pulssequenz (9.2.14) hingegen benötigt die Gesamtdauer

T optimiert
QFT = T1 + T2 + T3 (9.2.20)

und für die gleichen Kopplungsstärken folgt

T optimiert
QFT = 3,69 ms + 0,22 ms + 4,87 ms = 8,78 ms . (9.2.21)

Somit ist die optimierte Sequenz für drei Qubits mit einer Dauer von lediglich etwa
8,8ms mehr als doppelt so schnell wie die herkömmliche serielle Zerlegung der QFT,
die 22,3ms benötigen würde.

9.2.2. Weitere Vereinfachungen

Die Sequenz in (9.2.14) kann für die gegebenen experimentellen Parameter weiter opti-
miert beziehungsweise vereinfacht werden. Im Folgenden werden die einzelnen Schritte
diskutiert.

Vernachlässigung von T2

Als erstes lässt sich feststellen, dass die bedingte Entwicklungsdauer T2 im Vergleich
zu den anderen beiden T1 und T3 kurz ist. In erster Ordnung gilt die Näherung

U(T2) ≈ 1 + i

3∑
n<m

Jnmσ
z
nσ

z
mT2/2 . (9.2.22)

Für die typischen Kopplungen von etwa 30Hz ist die bedingte Entwicklung während
dieser Zeit somit vernachlässigbar. In Simulationsrechnungen (siehe den Anhang L)
kann der Fehler quantifiziert werden und beträgt etwa 10−3, was klein gegenbüber dem
erwarteten Fehler von 10−1 aufgrund von Dephasierung ist. Aus diesem Grund wird die
bedingte Entwicklung während der Dauer T2 im Weiteren vernachlässigt.
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Kommutation von π-Pulsen und bedingter Dynamik

Darüber hinaus kommutieren die drei π-Pulse, welche zu Beginn der Sequenz an alle drei
Qubit adressiert werden, mit der Zeitentwicklung U(T1) (siehe dazu die Rechnungen
aus dem Abschnitt I.2).

U(T1) [R1 (π,0)R2 (π,0)R3 (π,0)] = [R1(π,0)R2 (π,0)R3(π,0)]U(T1) (9.2.23)

Somit lässt sich ihre Reihenfolge in (9.2.14) vertauschen und Einzelqubitrotationen
werden im Folgenden soweit wie möglich zusammengefasst.

Zusammenfassen gleicher π-Pulse

Die beiden Drehungen um θ = π, die direkt nacheinander und mit gleicher Phase
φ = 0 auf dem dritten Qubit ausgeführt werden, lassen sich dabei zu einer effektiv
verschwindenden Drehung um 2π kombinieren (vgl. dazu auch den Abschnitt 2.6).

R3(π,0)R3(π,0) = −1 (9.2.24)

Zusammenfassen unterschiedlicher π-Pulse

Die beiden π-Pulse mit unterschiedlichen Phasen, die auf das erste Qubit angewandt
werden, lassen sich effektiv zu einer einzelnen Drehung um die z-Achse kombinieren
(siehe dazu den Abschnitt 2.6).

R1(π,
3π

16
)R1(π,0) = −Z1(−

3π

16
) (9.2.25)

Somit folgt in guter Näherung für die Sequenz aus (9.2.14)

UQFT ≈ −
[
R2(A2,

3π

4
)R3(

π

2
,−
π

2
)

]
U23(T3)[

Z1(−
3π

16
)R2(A1,

3π

4
)R2(π,0)R3(π,

13π

16
)

]
UT1

H(1) . (9.2.26)

Entkoppeln von Qubit 1

Das Gatter U23(T3), bei dem das erste Qubit entkoppelt ist, wird mittels der Metho-
de der ausgewählten Ankopplung (vgl. den Abschnitt 7.1.5 und [126]) in Form eines
Spin-Echo-Pulses nach der Hälfte der Entwicklungsdauer T3 realisiert. Es folgt somit:

U23(T3) = −R1(π,
π

2
)U(T3/2)R1(π,

π

2
)U(T3/2) (9.2.27)
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Die zusätzliche Drehung um π ist notwendig, um die Zustandsänderung die mit dem
Spin-Echo-Puls zusätzlich einhergeht zu kompensieren. Diese Drehung wird in der Rea-
lisierung mit der z-Drehung Z1(−3π

16
) zur Drehung R1(π, 27π

16
) kombiniert. Dieses ist

möglich, da die z-Drehung des ersten Qubits mit der bedingten Dynamik der gekoppel-
ten Qubits 2 und 3 kommutiert (U23(T3)Z1(−3π

16
) = Z1(−3π

16
)U23(T3)).

Nach den obigen Schritten lautet schließlich die vereinfachte und optimierte Sequenz

UoptQFT =

[
R2(A2,

3π

4
)R3(

π

2
,−
π

2
)R1(π,

27π

16
)

]
[
U(T3/2)R1(π,

π

2
)U(T3/2)

]
[
R2(A1,

3π

4
)R2(π,0)R3(π,

13π

16
)

]
U(T1)H1 . (9.2.28)

Ein zusätzliches SWAP13-Gatter, das die Zustände der Qubits 1 und 3 wechselt, ver-
vollständigt den Algorithmus.

Dynamische Entkopplungspulse

Um das Quantenregister während der Ausführung der QFT vor einer Dephasierung der
Qubits zu schützen, werden dynamische Entkopplungspulse verwendet (siehe dazu Ka-
pitel 7). Während der bedingten Entwicklungsdauer T1 werden an jedes Qubit 20 und
während T3 jeweils 40 Entkopplungspulse adressiert. Um die J-Kopplungen innerhalb
des Systems nicht zu beeinträchtigen erfolgen die Pulse an unterschiedliche Qubits
unmittelbar nacheinander. Die Taktung entspricht der einer CMPG-Sequenz und die
Phasenlage der Pulse einer KDD-Sequenz (siehe dazu den Abschnitt 7.1.4).

In der Abbildung 9.2 ist die optimierte und vereinfachte Pulssequenz zur Realisie-
rung der QFT (9.2.28) in Form einer Quantenschaltung dargestellt. Die Zeit läuft
hierbei von links nach rechts. Aus Gründen der besseren Übersicht werden die dy-
namischen Entkopplungspulse nicht dargestellt. Wie man erkennen kann, besteht die
Pulssequenz aus den Einzelqubitrotationen R(θ, φ) und bedingten Entwicklungen U(T )

von unterschiedlichen Dauern. Da das verwendete Mikrowellensystem es nicht erlaubt,
unterschiedliche Frequenzen zeitgleich zu erzeugen, werden die Einzelqubitrotationen
von unterschiedlichen Qubits nacheinander ausgeführt. Das Hadamard-Gatter H ent-
spricht zwei Drehungen R(π/2,−π/2)R(π,0) und das zusätzliche SWAP13-Gatter ×
am Ende der Sequenz, welches die QFT vervollständigt, entspricht einer Umbenennung
der Qubits. Die gesamte Sequenz dauert aufgrund der bedingten Entwicklungsdauern
8,56ms, wobei die Dauern der Einzelqubitrotationen vernachlässigt werden.
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9. Quanten-Fouriertransformation

Abbildung 9.2.: Quantenschaltung der realisierten QFT. Die Sequenz besteht aus
Einzelqubitrotationen R(θ, φ), welche orangefarben dargestellt sind, und bedingten
Zeitentwicklungen U(T ), hier in blau dargestellt, während denen sich das System
entwickelt (vgl. Gl. (9.2.28)). Ein zusätzliches SWAP13-Gatter vervollständigt den
Algorithmus. Die Zahlen 1 bis 6 verweisen auf die Entwicklungsschritte der Dyna-
mik, welche in der Abbildung 9.3 dargestellt ist.

9.2.3. Dynamik der QFT

In der Abbildung 9.3 ist die Zeitentwicklung des Drei-Qubit-Systems während der opt-
mierten Pulssequenz (9.2.28) für zwei unterschiedliche exemplarische Anfangszustände,
|010〉 und |+ 01〉, illustriert (vgl. auch die Abbildung 9.2). Da sich das System für diese
beiden Zustände zu allen Zeiten in einem vollständig separablen Zustand befindet, kann
der Registerzustand durch drei Bloch-Kugeln dargestellt werden.

Anfangs wird das Register immer in dem Grundzustand |000〉 präpariert, woraufhin
die Initialisierung in dem gewünschten Eingangszustand erfolgt (beides nicht gezeigt).
Dieses geschieht beispielsweise mittels eines zusätzlichen NOT- beziehungsweise Hada-
mard-Gatters. Befindet sich jedes Qubit in dem Anfangszustand (1. Schritt), beginnt
die Sequenz mit einem Hadamard-Gatter H(1) auf dem ersten Qubit (2. Schritt), wel-
ches somit in (a) von |0〉 in den Zustand |+〉 = 1/

√
2(|0〉 + |1〉) überführt wird. Der

nächste Schritt ist eine bedingte Entwicklung während der Dauer T1. Da sich lediglich
das erste Qubit in einem Superpositionszustand befindet, erfährt nur dieses aufgrund
der vorhandenen J-Kopplungen eine Phasenänderung abhängig vom Zustand der Qubits
2 und 3 (vgl. den Abschnitt 7.3.5). Da sich diese in unterschiedlichen Zuständen be-
finden, erfolgt die z-Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit J12 − J13 um die z-Achse
(3. Schritt). Als nächstes werden die Qubits 2 und 3 gedreht (4. Schritt). Während
der folgenden bedingten Entwicklung wirkt effektiv nur die Kopplung J23 zwischen den
beiden Qubits 2 und 3 (5. Schritt). Die Zeitentwicklung aufgrund der Kopplungen an
das Qubit 1 wird hierbei durch einen Spin-Echo-Puls an das erste Qubit aufgehoben.
Insgesamt folgt hier nun eine Phasenänderung von Qubit 2, die abhängig vom Zustand
des dritten Qubits erfolgt. Zuletzt (6. Schritt) werden alle Qubits manipuliert, bevor
das Register in dem Endzustand ist. Das noch notwendige SWAP13-Gatter erfolgt wäh-
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rend der Datenauswertung durch eine Umbenennung der Qubits 1 und 3.

Für den Eingangszustand |+ 01〉 (b) ist die Dynamik während der Sequenz (9.2.28)
einfacher. Das Hadamard-Gatter bringt das erste Qubit von |+〉 zurück in den Grund-
zustand |0〉. Während der bedingten Entwicklungsdauer T1 befinden sich somit alle
Qubits in Energie-Eigenzuständen und ändern ihren Zustand somit nicht (bis auf eine
irrelevante globale Phase). Erst während der Entwicklungsdauer T3 (5. Schritt) erfährt
Qubit 2 dann eine Phasenänderung abhängig von Qubit 3.

Abbildung 9.3.: Die Dynamik während der optimierten Pulssequenz für die An-
fangszustände |010〉 (a) und |+ 01〉 (b). Da der Zustand des Drei-Qubit-Systems
hierbei jederzeit separabel ist, kann er durch die Bloch-Kugeln der einzelnen Qubits
dargestellt werden (blau: Qubit 1, rot: Qubit 2, grün: Qubit 3). Die Schrittzahlen
1 bis 6 verweisen auf die Entwicklungsschritte der Dynamik. Siehe dazu auch die
Abbildung 9.2 und den Text für Details.
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9.3. Ergebnisse der QFT

In diesem Abschnitt werden die experimentellen Ergebnisse der im Rahmen dieser Ar-
beit realisierten QFT diskutiert. Hierbei handelt es sich zuerst um den Nachweis, dass
die Anwendung der optimierten Pulssequenz zu der gewünschten bedingten Dynamik
der drei Qubits führt. Daran im Anschluss werden die unterschiedlichen Fehlerquellen,
welche die Ergebnisse beeinträchtigen, anhand von Simulationen diskutiert. Des Wei-
teren wird exemplarisch die Anwendungen der QFT zur Bestimmung der Periodizität
von Quantenzuständen anhand experimenteller Daten diskutiert.

9.3.1. Charakterisierung der Fidelity

Die wechselseitigen J-Kopplungen innerhalb des Drei-Qubit-Systems sind in vorherigen
Messungen (vgl. den Abschnitt 7.3.5) experimentell bestimmt worden. Die dortigen
Ergebnisse stimmen mit älteren Messungen an dem gleichen experimentellen Aufbau
überein (siehe dazu [29]). Basierend auf dem Wissen über die Kopplungsmatrix Jnm
konnten die bedingten Entwicklungsdauern T1 = 3,69ms und T3 = 4,87ms aus dem
Abschnitt 9.2 berechnet werden.

Zuerst erfolgt die Bestätigung, dass die gewünschte bedingte Drei-Qubit-Dynamik
der QFT tatsächlich durch die optimierte Pulssequenz realisiert wird. Das Drei-Qubit-Re-
gister wird hierfür in einem der acht Basiszustände

{|000〉, |001〉, |010〉, |011〉, |100〉, |101〉, |110〉, |111〉} (9.3.1)

initialisiert und danach die Pulssequenz ausgeführt. Da die QFT diese Anfangszustän-
de zu Produktzuständen aus Einzelqubitsuperpositionen überführt, können die Endzu-
stände mittels Ramsey-π/2-Pulsen untersuchten werden (siehe den Abschnitt 4.6).
Die zustandsabhängige Resonanzfluoreszenz jedes Ions wird mit der EMCCD-Kamera
detektiert und aus den Anregungswahrscheinlichkeiten lassen sich Ramsey-Interferenz-
streifen der Qubits beobachten.

In der Abbildung 9.4 sind die Resultate dargestellt. Die durchgezogenen Linien stellen
jeweils eine Anpassung an die Datenpunkte dar, während die gestrichelten Linien die
idealen, mit den Grundlagen aus dem Abschnitt 9.1 berechneten, Ergebnisse repräsen-
tieren. Bei den hier gezeigten Ergebnissen wurde auf die notwendige Umbenennung der
Qubits 1 und 3 noch verzichtet. Wie man leicht sehen kann, stimmen die Phasenlagen
der beobachteten Interferenzstreifen mit den idealen Erwartungen überein. Die mittlere
Abweichung der gemessenen Phasenlagen von dem Ideal beträgt lediglich 0,07(15) rad.
Da die Phase eines jeden Qubits das Ergebnis der Kopplungen in dem vollständig ge-
koppelten Drei-Qubit-System ist, lässt sich aus der guten Übereinstimmung schließen,
dass die bedingten Entwicklungsdauern T1 und T3 sowie die Ein-Qubit-Gatter im Zu-
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Abbildung 9.4.: Resultierende Ramsey-Streifen nachdem die QFT auf Basiszu-
stände angewandt wurde. Die Streifen (durchgezogene Linie entspricht Anpassung
an die Datenpunkte) zeigen die gleiche Phasenlagen, wie man sie für das Ideal
erwartet (gestrichelte Linie). Der Kontrast ist wegen technischer Fehlerquellen re-
duziert (siehe Text). Jeder Datenpunkt repräsentiert 50 Wiederholungen und die
Fehlerbalken entsprechen der Standardabweichung.
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9. Quanten-Fouriertransformation

sammenspiel mit den vorhandenen Kopplungen zur gewünschten bedingten Dynamik
führen.

Während die Phasenlagen also dem Idealzustand entsprechen, ist der Kontrast der
beobachteten Interferenzstreifen signifikant reduziert. Dieses lässt sich hauptsächlich
durch eine Dephasierung der Qubits während der bedingten Entwicklungsdauern er-
klären. Weitere Ursachen sind Pulsfehler der Sequenz bzw. der 60 dynamischen Ent-
kopplungspulse sowie die begrenzte Güte des Zustandsnachweises (siehe den Abschnitt
9.3.3 für eine detailliertere Diskussion).

Nachdem zusätzlich die exemplarischen Superpositionszustände

{|+ 00〉, |+ 01〉, |+ 10〉, |+ 11〉, |+ +0〉, |+ +1〉, |+ ++〉} (9.3.2)

präpariert wurde, werden fast die gleichen experimentellen Schritte wie zuvor ausge-
führt. Der Zustand |+〉 bezeichnet dabei die Superposition 1/

√
2 (|+〉+ |1〉). Für die

gewählten Anfangszustände überführt die QFT idealerweise jedes Qubit, das in |+〉 prä-
pariert worden ist, in den Zustand |0〉. Im Unterschied zu den obigen Messungen wird
nun für den Fall, in dem ein Qubit in |0〉 endet, der entsprechende Ramsey-π/2-Puls
weggelassen und die Anregungswahrscheinlichkeit direkt gemessen. Aus diesem Grund
werden also beispielsweise für die Zustände aus (9.3.2) der Ramsey-Puls an das Qubit
1 immer ausgelassen.

Die experimentellen Ergebnisse sind in der Abbildung 9.5 zu finden. Hier entsprechen
erneut die durchgezogenen Linien Anpassungen an die Datenpunkte und die gestrichel-
ten den idealen Erwartungen. Wie zuvor ist ersichtlich, dass die beobachteten Phasen-
lagen mit dem Ideal übereinstimmen und die mittlere Abweichung beträgt 0,08(13) rad.
Darüber hinaus zeigt jeweils das Qubit, welches in |0〉 erwartet wird nur eine geringe
Anregungswahrscheinlichkeit. Der reduzierte Kontrast der Ramsey-Streifen sowie die
unbeabsichtigten Anregungen lassen sich wie zuvor durch eine Dephasierung und tech-
nische Fehlerquellen an dem experimentellen Aufbau erklären.

Um die Übereinstimmung der experimentellen Daten mit der idealen Vorhersage wei-
ter zu quantifizieren, wird der Überlapp der Zustände direkt nach der Pulssequenz mit
den idealen Endzuständen verglichen (siehe dazu auch den Abschnitt 4.7). Die Fideli-
ty kann sehr effizient unter der Annahme von separablen Endzuständen rekonstruiert
werden. In diesem Fall reduziert sich die Fidelity des Drei-Qubit-Systems Fsep zu dem
Produkt aus den Einzelqubit-Fidelities. Die Auswertung basiert dabei auf den Daten
der beiden Abbildungen 9.4 und 9.5.

Darüber hinaus wurde die Fidelity F3Q des Drei-Qubit-Systems in unabhängigen Expe-
rimenten gemessen. Hierzu wurde zuerst die Pulssequenz zur Realisierung der QFT auf
die Eingangszustände {|000〉, |001〉, |010〉, |011〉, |100〉, |101〉, |110〉, |111〉} angewandt.

204



9.3. Ergebnisse der QFT

0

0.25

0.5

0.75

1

A
nr

eg
un

g

0 π/2 π 3π/2 2π
Phase (rad)

|+00〉

 

 Qubit 1
Qubit 2
Qubit 3

0

0.25

0.5

0.75

1

A
nr

eg
un

g
0 π/2 π 3π/2 2π

Phase (rad)

|+01〉

0

0.25

0.5

0.75

1

A
nr

eg
un

g

0 π/2 π 3π/2 2π
Phase (rad)

|+10〉

0

0.25

0.5

0.75

1

A
nr

eg
un

g

0 π/2 π 3π/2 2π
Phase (rad)

|+11〉

0

0.25

0.5

0.75

1

A
nr

eg
un

g

0 π/2 π 3π/2 2π
Phase (rad)

|++0〉

0

0.25

0.5

0.75

1

A
nr

eg
un

g

0 π/2 π 3π/2 2π
Phase (rad)

|++1〉

Abbildung 9.5.: Resultierende Ramsey-Streifen nachdem die QFT auf beispielhafte
Superpositionszustände angewandt wurde. An die Qubits, die für ein ideales Gat-
ter im Grundzustand |0〉 erwartet werden, werden keine Ramsey-Pulse adressiert.
Die Streifen (durchgezogene Linie ist Anpassung an die Datenpunkte) zeigen die
gleiche Phasenlagen, wie man sie für das Ideal (gestrichelte Linie) erwartet. Der
reduzierte Kontrast und die unbeabsichtigten Anregungswahrscheinlichkeiten beru-
hen auf technischen Fehlerquellen des experimentellen Aufbaus, die im nächsten
Abschnitt diskutiert werden. Jeder Datenpunkt repräsentiert 50 Wiederholungen
und die Fehlerbalken entsprechen der Standardabweichung.
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In einem zweiten Schritt wurden π/2-Pulse an die Qubits adressiert. Die Phase der
Pulse war jeweils so gewählt, dass der Puls das Qubit für den idealen Zustand in den
Grundzustand |0〉 überführt. Im Anschluss erfolgte eine Projektionsmessung, aus der die
Wahrscheinlichkeit bestimmt wurde, den Zustand |000〉 zu finden. Diese Wahrschein-
lichkeit entspricht der Fidelity des Drei-Qubit-Systems (vgl. Abschnitt 4.7.2). Neben
den Basiszuständen wurden auch exemplarisch die Superpositionszustände |+ 00〉 und
| + ++〉 als Anfangszustände untersucht. Die QFT überführt das erste Qubit idea-
lerweise in den Grundzustand |0〉, weshalb vor der Projektionsmessung kein weiterer
π/2-Puls an dieses adressiert wurde. Der Zustand | + ++〉 wird von der QFT direkt
in den Grundzustand |000〉 überführt, weshalb für diesen Eingangszustand gar kein
weiterer π/2-Puls zur Messung der Fidelity nötig ist.

In der Tabelle 9.1 sind die rekonstruierten Einzelqubit-Fidelities F1, F2, F3 sowie die
resultierenden Drei-Qubit-Fidelities F3Q für die unterschiedlichen Anfangszustände zu-
sammengefasst.

Die mittlere Fidelity 〈Fsep〉 der 15 Eingangszustände beträgt 0,53(4) und es zeigen
sich keine signifikanten Unterschiede für die Fälle, in denen Energieeigenzustände oder
die Superpositionszustände präpariert worden sind. Aus der Auswertung folgt eine mitt-
lere Fidelity des Drei-Qubit-Systems 〈F3Q〉 von 0,58(5), welche den nichtklassischen
Charakter des Quantenalgorithmus verdeutlicht. Mit klassischen Zuständen könnte le-
diglich eine Fidelity von 0,53 = 0,125 erzielt werden.

9.3.2. Diskussion der Fehlerquellen

Die in dem vorherigen Abschnitt ermittelten Fidelities, welche die Leistungsfähigkeit der
QFT charakterisieren, weichen deutlich von dem Ideal ab. Die Abweichungen der Pha-
senlagen führen dabei jedoch nur zur Verminderung der Fidelity des Drei-Qubit-Systems
im Bereich von 0,01 und hauptsächlich beruht sie auf einem reduzierten Kontrast der In-
terferenzstreifen und unbeabsichtigten beziehungsweise scheinbaren Qubitanregungen.
Diese Effekte resultieren aus unterschiedlichen Fehlerquellen an dem experimentellen
Aufbau, die im Folgenden diskutiert werden.

• Magnetfeldfluktuationen führen zu einer Dephasierung der Qubits. Zwar wird
dieser während den bedingten Entwicklungsdauern mit dynamischen Entkopp-
lungspulsen (siehe Kapitel 7) entgegengewirkt, jedoch können nicht alle Frequenz-
komponenten des Magnetfeldrauschens kompensiert werden.

• Aufgrund einer langsamen Drift der Adressierungsfrequenzen der Qubits (siehe
dazu Kapitel G) sind die Mikrowellenpulse nicht perfekt. Die resultierenden Puls-
fehler der Entkopplungspulse und der lokalen Qubitmanipulationen der QFT kön-
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9.3. Ergebnisse der QFT

nen dann zu einem scheinbar chaotischen Verhalten der Qubits führen und somit
den Zustand des Qubits zufällig von |0〉 nach |1〉 und umgekehrt ändern.

• Der Zustandsnachweis ist fehlerbehaftet. Dieses führt dazu, dass die Qubitzu-
stände in zufälliger Weise falsch zugeordnet werden können.

Diese unterschiedlichen Fehlerquellen begrenzen die Leistungsfähigkeit der QFT ab-
hängig davon, welcher Eingangszustand für den Algorithmus gewählt wird. So sind
nur Qubits, die sich in einem Superpositionszustand befinden, von einer Dephasierung
betroffen. In der Tabelle 9.1 kann man beispielsweise erkennen, dass für die Anfangs-
zustände aus (9.3.1) die Fidelity des ersten Qubits F1 immer signifikant kleiner als die
der anderen beiden Qubits ist. Die Fidelity des dritten Qubits F3 hingegen ist typischer-
weise die größte. Dieses ist auch offensichtlich in der Abbildung 9.4, in der die Inter-
ferenzstreifen dargestellt sind. Hier zeigt sich der Streifenkontrast des ersten Qubits

Tabelle 9.1.: Gemessene Zustands-Fidelities nach Ausführung der QFT. Die Zu-
stands-Fidelities F1, F2 und F3 der Einzelqubits werden aus den Ramsey-Streifen
bzw. der Anregungswahrscheinlichkeit rekonstruiert. Die Zustands-Fidelity für das
Drei-Qubit-System Fsep ergibt sich aus den einzelnen Fidelities unter der Annah-
me eines separablen Zustands nach der QFT und der Mittelwert hierfür beträgt
0,53(4). Die Fidelity F3Q wurde zusätzlich in unabhängigen Messungen ohne die
Annahme von separablen Endzuständen bestimmt. Der Mittelwert hierfür beträgt
0,58(5) und ist statistisch mit Fsep verträglich.
Zustand Fsep F1 F2 F3 F3Q

|000〉 0,53(6) 0,74(5) 0,88(5) 0,82(5) 0,59(2)
|001〉 0,53(4) 0,77(4) 0,81(2) 0,86(4) 0,54(2)
|010〉 0,55(4) 0,76(7) 0,86(4) 0,84(4) 0,55(2)
|011〉 0,54(5) 0,77(5) 0,84(2) 0,83(4) 0,54(2)
|100〉 0,58(6) 0,74(5) 0,89(5) 0,88(5) 0,59(2)
|101〉 0,56(4) 0,73(4) 0,85(2) 0,90(4) 0,66(2)
|110〉 0,49(4) 0,70(4) 0,78(4) 0,90(3) 0,57(2)
|111〉 0,48(4) 0,68(4) 0,79(3) 0,89(4) 0,63(2)
|+ 00〉 0,56(5) 0,84(2) 0,78(5) 0,86(5) 0,65(2)
|+ 01〉 0,56(4) 0,83(2) 0,84(3) 0,81(4) -
|+ 10〉 0,47(3) 0,81(2) 0,77(4) 0,76(4) -
|+ 11〉 0,54(3) 0,82(2) 0,81(2) 0,80(4) -
|+ +0〉 0,51(3) 0,79(2) 0,74(2) 0,88(4) -
|+ +1〉 0,46(3) 0,84(2) 0,73(2) 0,75(4) -
|+ ++〉 0,52(3) 0,86(2) 0,79(2) 0,77(2) 0,54(2)
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9. Quanten-Fouriertransformation

deutlich gegenüber denen der anderen beiden Qubits reduziert. Die Erklärung liegt in
den unterschiedlichen Dauern, während denen sich ein bestimmtes Qubit in einem Su-
perpositionszustand befindet und sein Zustand somit dephasieren kann, begründet. Für
die Basiszustände (9.3.1) wird das erste Qubit direkt nach dem Hadamard-Gatter in
einen Superpositionszustand überführt, in dem es bis zum Ende verbleibt (siehe auch
die Abbildung 9.3 (a)). Das dritte Qubit hingegen wird erst am Ende der Sequenz
in einen Superpositionszustand gebracht und das zweite Qubit befindet sich nur wäh-
rend der bedingten Entwicklungsdauer T3 in einem Superpositionszustand. Aus diesem
Grund ist sein Zustand weniger stark beeinträchtigt als der des ersten.

Für die exemplarischen Superpositionszustände (9.3.2) zeigt sich ein unterschiedli-
ches Verhalten. Hier ist die Fidelity des ersten Qubits F1 vergleichbar mit der des dritten
Qubits F3. Dieses lässt sich erneut durch die Dynamik der QFT erklären (siehe Abbil-
dung 9.3 (b)). Das Hadamard-Gatter bringt das erste Qubit hier zu Begin der Sequenz
von |+〉 wieder in den Grundzustand |0〉. Aus diesem Grund ist das erste Qubit nun
nicht von Dephasierung betroffen.

9.3.3. Simulation der Fehlerquellen

Um zu untersuchen, in wie weit die beobachteten Abweichungen der experimentellen Er-
gebnisse von dem Ideal auf identifizierte technische Fehlerquellen zurückzuführen sind,
wird der Einfluss dieser Fehlerquellen simuliert. Im Anschluss können dann simulierte
Ergebnisse mit den Messdaten verglichen werden. Der Quellcode zu den Simulationen
befindet sich in dem Anhang L.

Aus unabhängigen Messungen kann der exponentielle Zerfall der Einzelqubitkohären-
zen aufgrund von Magnetfeldrauschen quantitativ bestimmt werden. Für die Verwen-
dung von 60 dynamischen Entkoplungspulsen folgt eine Kohärenzzeit von etwa 16ms
(vgl. den Abschnitt 7.2 und die Abbildung 7.11 ebenda). Diese entspricht einer Zer-
fallskonstanten von 62,5 s−1, mit der die Einzelqubitkohärenzen während den bedingten
Entwicklungsdauern zerfallen. Eine reine Dephasierung der Qubits kann somit anhand
der Dichtematrix des Systems modelliert werden. Hierbei entwickelt sich die Dichte-
matrix ρ des Systems nach ρdeph. In dieser Matrix zerfallen die Einzelqubitkohärenzen
entsprechend der obigen Zerfallskonstanten (siehe auch den Abschnitt 7.1.1 und bei-
spielsweise [151]).

Die begrenzte Güte der Zustandsdetektion und das scheinbar chaotische Verhalten
aufgrund von Pulsfehlern führen zu einer zufälligen Mischung der beiden Zustände |0〉
und |1〉. Im Weiteren wird dieser Effekt durch weißes Rauschen modelliert. Hierbei wird
zu der dephasierten Dichtematrix ρdeph das weiße Rauschen in Form der Einheitsmatrix
beigemischt. Diese entspricht bis auf den Normierungsfaktor 1/8 der Dichtematrix eines
vollständig zufälligen Zustands. Der Zusammenhang für die resultierende Dichtematrix
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ρ̃sim lautet dann

ρ̃sim = p/81 + (1− p)ρdeph , (9.3.3)

wobei der Parameter p die Stärke des weißen Rauschens beschreibt. Für diesen folgt
aus den Messungen empirisch p = 0,25. Die beiden Parameter (die Zerfallskonstante
und die Stärke des Rauschens) erlauben somit eine Simulation der Zeitentwicklung des
Systems in der Art, dass experimentelle Fehlerquellen explizit berücksichtigt werden.

Somit können die Messungen der Drei-Qubit-Fidelity aus dem Abschnitt 9.3.1 si-
muliert werden. In der Abbildung 9.6 sind die Ergebnisse dargestellt. Die Messungen
bestanden aus der Präparation eines der acht Basis-Zustände und der Ausführung der
QFT. Hieran im Anschluss wurde an jedes Qubit ein π/2-Puls adressiert, der das je-
weilige Qubit in den Grundzustand |0〉 bringen soll. Die Wahrscheinlichkeit bei der
Projektionsmessung den Zustand |000〉 zu finden, entspricht dann der Fidelity. Zur ein-
facheren Übersicht sind die acht Basiszustände mit den Zahlen von 0 bis 7 bezeichnet.
Wie man erkennen kann, weicht das Messergebnis deutlich von der idealen Theorie ab.
Jedoch kann die Simulation mit den obigen Parametern die experimentellen Ergebnisse
gut reproduzieren.

Um die Übereinstimmung der gemessenen Histogramme mit den simulierten zu be-
schreiben, wird der sogenannten Squared Statistical Overlap (SSO) verwendet. Dieser
ist definiert als [184]

γSim
SSO(pi , si) =

(
7∑
i=0

√
pi si

)2

, (9.3.4)

wobei die Größe pi der Wahrscheinlichkeit, den Zustand i = 0.. 7 zu messen, und si der
simulierten Vorhersage, diesen Zustand vorzufinden, entspricht. Aus den obigen acht
Histogrammen folgt der Mittelwert3 〈γSim

SSO〉 = 0,93(3). Somit lässt sich schlussfolgern,
dass die Abweichungen der experimentellen Ergebnisse von dem Ideal zum Großteil auf
die oben diskutierten Fehlerquellen zurückzuführen sind und diese im Rahmen der Si-
mulationen hinreichend gut beschrieben werden können.

Aus dem Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit den Simulationen lassen sich
die Einflüsse der einzelnen Fehlerquellen, die zur mittleren Fidelity von F̃ = 0,58(5)

führen, diskutieren. Die resultierende Fidelity, welche die Dephasierung und das weiße
Rauschen berücksichtigt, ergibt sich mit der Gleichung (9.3.3) bezogen auf den Zustand
|ψ〉 zu

F̃ = p/8 + (1− p)Fdeph . (9.3.5)
3In dem nächsten Abschnitt werden weitere Messergebnisse mit ähnlichen Simulationen verglichen und
die Übereinstimmung entspricht dabei einem SSO von 0,98(3)
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Abbildung 9.6.: Vergleich der Daten zur Fidelity-Messung mit Simulationen, die
Magnetfeldfluktuationen, Pulsfehler und eine fehlerbehafteten Detektion berück-
sichtigen. Für die acht unterschiedlichen Eingangszustände wird die QFT ausge-
führt und durch zusätzliche Pulse wird idealerweise der Zustand |000〉 besetzt. Die
Wahrscheinlichkeit diesen Zustand vorzufinden entspricht der Fidelity. Zur besseren
Übersicht sind die Zustände, die bei der Projektionsmessung vorgefunden werden,
von 0 bis 7 bezeichnet. Darüber hinaus werden diese Experimente simuliert und
die resultierenden Histogramme ebenfalls dargestellt. Die Fehlerbalken, welche den
statistischen Fehler der Datenpunkte beschreiben, sind zu klein, um sie erkennen
zu können. Der typische statistische Fehler beträgt 0,02.
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9.3. Ergebnisse der QFT

Tabelle 9.2.: Zusammenfassung des Einflusses der technischen Fehlerquellen auf
die Fidelity. Die Bestimmung der resultierenden Gesamtinfidelity folgt aus der Glei-
chung (9.3.5) und nicht aus der Summation der Infidelities.
technische Fehlerquelle verursachter Effekt resultierende Infidelity

Magnetfeldrauschen Zerfall von Qubitkohärenzen 0,27
Detektionsfehler weißes Rauschen 0,12

Pulsfehler weißes Rauschen 0,10

Dabei beschreibt Fdeph = 〈ψ|ρdeph|ψ〉 die Fidelity für den Fall, dass ausschließlich eine
Dephasierung auf das System einwirkt. Für den Fall, dass keine Dephasierung wirkt
(Fdeph = 1), folgt aus der Gleichung (9.3.5) eine Fidelity von etwa 0,78 (für p = 0,25).
Das weiße Rauschen reduziert die Fidelity also um 0,22. Der Anteil des fehlerhaften
Zustandsnachweises ergibt sich aus der Nachweiswahrscheinlichkeit für den korrekten
Zustand von 0,96 und beträgt somit 1 − 0,963 = 0,12 (vgl. den Abschnitt 4.3). Der
restliche Anteil von 0,10 resultiert aus Pulsfehlern. Der Anteil, der sich aus der Depha-
sierung ergibt, lässt sich ebenfalls anhand von Gleichung (9.3.5) mit der gemessenen
Fidelity F̃ bestimmen und für p = 0,25 folgt Fdeph = 0,73. Wäre das System also
ausschließlich von Dephasierung betroffen, würde sich die Fidelity um 0,27 reduzie-
ren. In der Tabelle 9.2 sind die Stärken der unterschiedlichen technischen Fehlerquellen
zusammengefasst.

9.3.4. Periodenbestimmung von Quantenzuständen

Nachdem in dem Abschnitt 9.3.1 bestätigt wurde, dass die verwendete Pulssequenz eine
QFT ausführt, wird diese nun für exemplarische Aufgaben angewandt. Die Anwendung
besteht in diesem Fall darin, die Periodizität eines Quantenzustands zu bestimmen (vgl.
den Abschnitt 9.1 mit den Gleichungen (9.1.10) und (9.1.11)).

Experimentell wird hierzu das Drei-Qubit-Register in dem Grundzustand |000〉 prä-
pariert und dann einer der vier exemplarischen Anfangszustände

{|111〉, |+ 11〉, |+ +1〉, |+ ++〉} (9.3.6)

initialisiert, wobei |+〉 den Zustand
√

1/2 (|+〉+ |1〉) bezeichnet. Hiernach wird die opti-
mierte Pulssequenz zur Realisierung der QFT ausgeführt und direkt im Anschluss findet
eine Projektionsmessung statt. Dieses Experiment wird mehrmals wiederholt und so die
Wahrscheinlichkeit bestimmt, das System in einem der Basiszustände |000〉, |001〉...|111〉
zu finden. Zusätzlich zu der Pulssequenz ist es notwendig, die Qubits 1 und 3 umzube-
nennen.

In der Abbildung 9.7 sind die Ergebniss für die vier Zustände (9.3.6), welche die
Periodizität 8, 4, 2 beziehungsweise 1 haben, dargestellt. Die experimentellen Daten
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Abbildung 9.7.: Ergebnisse der QFT zur Bestimmung der Periodizität von Quan-
tenzuständen. Nach Ausführung der Pulssequenz auf unterschiedliche Eingangszu-
stände wird der Zustand des Registers mittels einer Projektionsmessung detektiert
und die Wahrscheinlichkeitverteilung der unterschiedlichen Ergebnisse aufgezeich-
net. Die Messdaten werden sowohl mit dem Ideal als auch mit Simulationen, welche
die technischen Fehlerquellen berücksichtigen, verglichen. Die Größen γSSO und D
beschreiben die Güte der QFT. Jedes Experiment wird 1250 mal wiederholt und
die Fehlerbalken sind zu klein, um sie erkennen zu können. Der typische statistische
Fehler beträgt 0,02.
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9.3. Ergebnisse der QFT

werden dabei sowohl mit der idealen Erwartung aus der Theorie als auch mit Simulatio-
nen, die vorhandene technische Fehlerquellen berücksichtigen, verglichen (siehe dazu
den Abschnitt 9.3.3).

Zur Diskussion, wie gut die gemessenen Histogramme mit dem Ideal übereinstim-
men, wird erneut der SSO und die sogenannte Distinguishibility (D) herangezogen.
Im Gegensatz zu weiter oben vergleicht γSSO(pi , qi) nun die experimentellen Ergebnis-
se nicht mit Simulationsdaten, sondern mit den idealen Ergebnissen. Es gilt dabei die
Definition [184]

γSSO(pi , qi) =

(
7∑
i=0

√
pi qi

)2

, (9.3.7)

wobei die Größe pi der Wahrscheinlichkeit, den Zustand i = 0.. 7 zu messen, und qi
der idealen Wahrscheinlichkeit, diesen Zustand vorzufinden, entspricht. Die Distinguis-
hibility ist definiert als [184]

D(pi , qi) = 1− 1/2

7∑
i=0

|pi − qi | . (9.3.8)

Die Größe pi entspricht hier ebenfalls der Wahrscheinlichkeit, den Zustand |i〉 zu messen
und qi bezeichnet die ideale Erwartung hierfür.
Wie man erkennen kann, variieren γSSO und D von 0,99(3) bis 0,54(2) für die

unterschiedlichen Eingangszustände |111〉 bzw. | + ++〉. Der Grund für diese große
Spanne liegt in der unterschiedlichen Fehleranfälligkeit des System für die verwende-
ten Eingangszustände. Wie bereits in dem Abschnitt 9.3.1 anhand der Fidelity für die
Basiszustände diskutiert wurde, sind nun auch bei diesen Experimenten die einzelnen
Qubits unterschiedlich lange in Superpositionszuständen und somit einer Dephasierung
ausgesetzt. Die Tatsache, dass γSSO bzw. D größer als die mittlere gemessene Fide-
lity von 0,58(5) sein kann, lässt sich dadurch erklären, dass es sich bei diesen um
klassische Kenngrößen handelt, die nicht von den Kohärenzen, sondern lediglich den
Anregungswahrscheinlichkeiten der Zuständen abhägen. Die Ergebnisse der Auswer-
tung sind in der Tabelle 9.3 zusammengefasst. Die beiden rechten Spalten enthalten
dabei den Vergleich der Messdaten mit den simulierten Ergebnissen. Man kann erken-
nen, dass die experimentellen Resultate mit den Simulationen sehr gut verträglich sind
(〈γSim

SSO〉 = 0,98(3)). Daraus lässt sich schließen, dass es sich bei den limitierenden Fak-
toren um die bekannten und verstandenen technischen Unzulänglichkeiten handelt (vgl.
den Abschnitt 9.3.2).

Anhand der Periodizität der Zustände | + +1〉 und | + ++〉 (c und d) kann die
gute Übereinstimmung der Messdaten mit den Erwartungen auf eine alternative Art,
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9. Quanten-Fouriertransformation

Tabelle 9.3.: Zusammenfassung der Mess- und Simulationsdaten zur Periodizitäts-
bestimmung.
Zustand Periodizität γSSO D γSimSSO DSim

|111〉 8 0,99(3) 0,92(2) 0,99(3) 0,91(2)
|+ 11〉 4 0,84(3) 0,80(2) 0,98(3) 0,89(2)
|+ +1〉 2 0,64(2) 0,64(2) 0,98(2) 0,92(2)
|+ ++〉 1 0,54(2) 0,54(2) 0,98(2) 0,93(2)

die über die Kenngrößen SSO und D hinaus geht, diskutiert werden. Der Zustand
|+ +1〉 hat eine Periodizität von 2, was bedeutet, dass die beiden Zustände |000〉 und
|100〉 bei einer Projektionsmessung bevorzugt nachgewiesen werden. In den Messdaten
erkennt man, dass diese beiden Zustände mit Wahrscheinlichkeiten von 0,30(2) bzw.
0,34(2) registriert werden. Der nächstwahrscheinlichste Zustand in den Messdaten ist
der Zustand |110〉, der mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,10(2) registriert wird. Die
bevorzugte Besetzung der beiden idealen Zustände |000〉 und |100〉 gegenüber dem
währscheinlichsten unbeabsichtigten Zustand |110〉 kann daher mit einer statistischen
Signifikanz von 10 Standardabweichungen nachgewiesen werden.

Bei der Messung der Periode des Eingangszustands |+ ++〉 beträgt die Wahrschein-
lichkeit den idealen Zustand |000〉 vorzufinden 0,54(2). Der nächstwahrscheinliche un-
beabsichtigte Zustand |100〉 wird hingegen mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,15(2)
registriert. Die bevorzugte Besetzung kann nun also mit einer statistischen Signifikanz
von 20 Standardabweichungen nachgewiesen werden.

Im Folgenden wird kurz diskutiert, wieso die verschiedenen Zustände unterschied-
lich stark von experimentellen Fehlerquellen beeinträchtigt werden. Wie man anhand
der Ergebnisse sieht, ist die Leistungsfähigkeit der QFT für den Zustand |111〉 nahezu
perfekt. Der Grund ist, dass die Wahrscheinlichkeitverteilung der Endzustände genau
derjenigen entspricht, die man auch für eine vollständig dephasierte Mischung von Zu-
ständen erwartet. Daher wird für diesen Zustand das System nicht von Rauschen und
anderen zufälligen Fehlern beeinträchtigt. Für den Anfangszustand |+11〉 wird das erste
Qubit sofort nach Begin der Sequenz in den Grundzustand |0〉 überführt. Während der
QFT-Sequenz befindet sich somit keines der Qubits in einem Superpositionszustand
und aus diesem Grund werden die Ergebnisse lediglich von dem scheinbar chaotischen
Verhalten aus Pulsfehlern und einer begrenzten Zustandsdetektion beeinträchtigt. Für
die Eingangszustände |++1〉 und |+++〉 werden die Ergebnisse zusätzlich von der De-
phasierung negativ beeinflusst. Während für den Anfangszustand |++1〉 nur das zweite
Qubit betroffen ist, dephasieren für |+ ++〉 die Qubits 2 und 3. Dieses erklärt, wieso
der SSO der Zustände unterschiedlich stark von von technischen Fehlern betroffen ist.
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9.3. Ergebnisse der QFT

9.3.5. Zusammenfassung der experimentellen Ergebnisse und
Ausblick

In diesem Kapitel wurde experimentell gezeigt, wie ein System von Spin-gekoppelter Io-
nen für die Realisierung eines Quantenalgorithmus verwendet werden kann. Als Beispiel
wurde aufgrund seiner Bedeutung für die Quanteninformationsverarbeitung die QFT
herangezogen. Die Realisierung des Algorithmus basierte dabei auf einer neuartigen
Konstruktion, die nicht aus Ein- und Zwei-Qubit-Gattern besteht, sondern möglichst
effizient alle vorhandenen Kopplungen ausnutzt. Für drei Qubits lässt sich hierbei eine
Beschleunigung der Laufzeit gegenüber der herkömmlichen Konstruktion um fast den
Faktor drei erzielen. Um die neuartige Konstruktion der QFT zu validieren, wurden sie
auf mehrere Eingangszustände angewandt. Die mittlere Fidelity, die dabei erzielt wer-
den konnte, beträgt 0,58(5). Der Vergleich mit dem Ergebnis für klassische Zustände
von 0,125 zeigt den Quantencharakter des Algorithmus. Die Abweichung der Fidelity
vom Ideal lässt sich durch technische Fehlerquellen vollständig erklären. Simulationen,
welche diese Fehlerquellen explizit berücksichtigen, zeigen dabei eine Übereinstimmung
mit den experimentellen Daten. Die Übereinstimmung lässt sich anhand der mittleren
SSO von 0,93(3) beschreiben.
Darüber hinaus wurde die realisierte QFT für exemplarische Berechnungen genutzt,

um die Periodizität von unterschiedlichen Eingangszuständen zu berechnen. Die Über-
einstimmung mit dem Ideal liegt dabei zwischen 0,54 und 0,99, wobei die unterschiedli-
che Güte durch eine unterschiedliche Abhängigkeit der Zustände von den vorhandenen
technischen Fehlerquellen erklärt wird.

Die verwendete Spin-Spin-Kopplung hängt quadratisch von dem vorhandenen Ma-
gnetfeldgradienten ab. In aktuellen Experimenten wurde von einem Magnetfeldgradi-
ent von 150T/m berichtet [33]. Die Kopplung wäre somit um einen Faktor 60 größer
als bei dem vorhandenen Aufbau und die Laufzeit würde um den gleichen Faktor auf
140 µs reduziert. Unter diesen Umständen wären Methoden der dynamischen Entkopp-
lung nicht länger notwendig. Zusammen mit Einzelqubitmanipulation von hoher Güte,
wie sie ebenfalls für die Verwendung von Mirkowellenpulsen berichtet wird [25; 26],
scheint es realistisch, mit dem gewählten experimentellen Ansatz eine QFT mit einer
Fidelity von 0,99 realisieren zu können. Aufgrund der Allgemeingültigkeit des Ansatzes
ist er auch auf andere physikalische Systeme anwendbar.
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Diese Arbeit adressiert unterschiedliche grundlegende Fragen der Verwirklichung eines
Quantencomputers basierend auf gespeicherten Spin-gekoppelten Ionen in einem Ma-
gnetfeldgradienten. Im Besonderen sind dies die Fragen, wie sich der Zustand eines
Qubits auslesen lässt, wie sich ein einzelnes beliebiges Qubit manipulieren lässt und wie
eine bedingte kohärente Mehr-Qubit-Dynamik realisiert werden kann. Die hierbei ent-
wickelten Methoden und Ergebnisse werden für die Untersuchung von Systemen Spin-
gekoppelter Qubits verwendet. Dabei wird demonstriert, wie die Spin-Spin-Kopplung
mittels Kontrolle über die Qubits und die experimentellen Parameter maßgeschneidert
werden kann. Des Weiteren werden die entwickelten und untersuchten Methoden zur
Ausführung eines Quantenalgorithmus verwendet. Als Beispiel wird hierfür die Quan-
ten-Fouriertransformation gewählt.

Dass in einem stationären Magnetfeldgradienten gespeicherte Ionen eine Spin-Spin-
Koplung zeigen, wurde theoretisch im Jahr 2001 vorhergesagt [24] und im Jahr 2012
an dem hier verwendeten experimentellen Aufbau erstmals nachgewiesen [29]. Der Ma-
gnetfeldgradient führt dabei zu einem effektiven Lamb-Dicke-Parameter, der eine Spin-
Phonon-Wechselwirkung beschreibt und dessen Stärke von dem Magnetfeldgradienten
und dem Fallenpotenzial abhängt. Eine solche Wechselwirkung wurde bereits im Jahre
2009 experimentell nachgewiesen [28]. Ein anderer Ansatz basiert auf oszillierenden
Magnetfeldern [166; 168]. Bedeutend ist dabei, dass beide Ansätze die Verwendung
von Mikrowellenstrahlung für die Manipulation erlauben.

Viele Ansätze zur Quanteninformationsverarbeitung mit gespeicherten Ionen basie-
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ren auf der Manipulation mit Laserlicht [18]. Die technischen Anforderungen an die
Laserlichtquellen sind dabei jedoch herausfordernd und stellen eine Begrenzung an die
Leistungsfähigkeit dar. Darüber hinaus begrenzt eine spontane Emission der Ionen die
Güte von quantenlogischen Operationen. Die Verwendung von langwelliger Mikrowel-
lenstrahlung für die Manipulation hingegen hat sowohl technische als auch grundle-
gende Vorteile. Stabile durchstimmbare Mikrowellenquellen sind kommerziell erhältlich
und die Technologie ist nicht zuletzt aufgrund der Erfahrungen der Radar-Technologie
wohl etabliert. Darüber hinaus wird die Güte der Qubit-Manipulation nicht von sponta-
ner Emission begrenzt. Somit ist es heute möglich, einzelne Qubits mit einer Fidelity
besser als 0,9999 zu manipulieren [25; 26].

Als Qubitzustände dienen bei den durchgeführten Experimenten die Hyperfeinzustän-
de |2S1/2, F = 0〉 und |2S1/2, F = 1〉 von gespeicherten 171Yb+-Ionen. Ein Auslesen des
Quantenzustandes geschieht durch das Einstrahlen von Laserlicht, das nur einen der
Zustände resonant an einen Hilfszustand koppelt. Die Beobachtung von Resonanzfluo-
reszenz erlaubt dann eine Bestimmung, in welchem Zustand sich das Qubit befindet.
Die verwendeten 171Yb+-Ionen können jedoch aufgrund nicht-resonanter Anregungen
während dem Auslesen ihren Zustand wechseln und das Ergebnis somit verfälschen. Ex-
perimentell wurde in dieser Arbeit eine neuartige zeitaufgelöste Methode des Zustands-
nachweises untersucht, welche mehrere unbeabsichtigte Zustandswechsel des Ions be-
rücksichtigt. Der Vergleich mit der herkömmlichen Schwellwert-Methode zeigt hierbei
eine Verringerung des Auslesefehlers von 2,67% auf 2,24%.

Ein stationärer Magnetfeldgradient führt zu einer ortsabhängigen Zeeman-Aufspal-
tung entang einer Kette gespeicherter Ionen. Für die Verwendung der magnetfeldab-
hängigen Qubitzustände |2S1/2, F = 1, mF = ±1〉 kann somit jedes einzelne Qubit
durch resonante elektromagnetische Strahlung manipuliert werden. Im Rahmen dieser
Arbeit wurde untersucht, wie gut die Manipulation ausgewählter Qubits erfolgen kann
und wie gering die Zustandsänderung nicht-adressierter Qubits ist. Experimentell wur-
den hierzu die Mechanismen, die zu einem Übersprechen führen, untersucht und die
Stärke der hervorgerufenen Effekte gemessen. Der dominierende Effekt ist die nicht-re-
sonante Anregung. Es wurde dabei untersucht, wie ein resonanter π-Puls, der an ein
ausgewähltes Qubit adressiert wird, die Zustände anderer Qubits ändert. Dies geschah
mittels Anwendung eines Benchmarking-Protokolls mit bis zu 1250 Mikrowellenpulsen.
Für ein Quantenbyte konnte ein resultierendes Nächst-Nachbar-Übersprechen von der
Größenordnung 10−5 nachgewiesen werden, wobei die Messung alle auftretenden Feh-
lerquellen berücksichtigte. Für ein Drei-Qubit-Quantenregister wurde demonstriert, wie
das Übersprechen durch die Wahl der experimentellen Parametern unterdrückt werden
kann. Somit konnte gezeigt werden, wie unbeabsichtigte Zustandsänderungen während
der Manipulation eines ausgewählten Qubits auf ein Maß reduziert werden können, das
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die effiziente Anwendung von Methoden zur Quantenfehlerkorrektur erlaubt [22; 23].

Die Verwendung von magnetfeldabhängigen Qubitzuständen erlaubt die Adressierung
einzelner Qubits, jedoch geht sie mit dem Nachteil einher, dass Magnetfeldrauschen zu
einer schnellen Dekohärenz der Qubits führen kann. Eine Möglichkeit dieser entgegen-
zuwirken sind Methoden der dynamischen Entkopplung. Es wurde im Rahmen dieser
Arbeit untersucht, wie mittels dynamischer Entkopplungspulse der Quantenzustand ei-
nes einzelnen Qubits vor einer Dephasierung geschützt werden kann. Von besonderem
Interesse war dabei die Frage, wie unvermeidliche Pulsfehler den Qubitzustand unkon-
trolliert beeinflussen. Bei einem Vergleich von unterschiedlichen Pulssequenzen wurde
eine neuartige Sequenz entwickelt, welche eine überlegene Fehlertoleranz aufwies, die
auf einem Kompensieren der einzelnen Fehler beruht. Außerdem wurde untersucht,
wie mittels dynamischer Entkopplungspulse die Quantendynamik eines Zwei-Qubit-Sys-
tems stabilisiert werden kann. Hierbei wurde ein CNOT-Gatter realisiert und für die
Verschränkung von Qubits verwendet. Die nötige Gatterzeit war hierbei mehr als eine
Größenordnung länger als die Kohärenzzeit des Systems. Auch hier wurden unterschied-
liche Pulssequenzen hinsichtlich ihrer Leistungsfähigkeit und Fehlertoleranz untersucht.
Für robuste Pulssequenzen können mehr Pulse verwendet und somit die Kohärenzzeit
verlängert bzw. die Fidelity verbessert werden. Die Methode ist allgemeingültig und
somit auch auf andere physikalische Systeme anwendbar.

Die Kontrolle über einzelne Ionen und die Stabilisierung ihrer bedingten Quantendy-
namik, wie sie in dieser Arbeit demonstriert wurden, ermöglicht die Realisierung von
Quantensystemen mit maßgeschneiderten Spin-Spin-Kopplungen. Je nachdem, welche
Hyperfeinzustände als Spinzustände genutzt und mittels Mikrowellenpulsen manipuliert
werden, koppeln in einem Mehr-Spin-System einzelne Spins unterschiedlich aneinan-
der. Experimentell wurden in dieser Arbeit Drei-Spin-Systeme mit unterschiedlichen
Kopplungstopologien realisiert und die Spin-Spin-Kopplungen gemessen. Solche Sys-
teme Spin-gekoppelter Ionen können verwendet werden, um unterschiedliche andere
Quantensysteme zu simulieren [54]. Ebenfalls wurde demonstriert, wie mittels eines
Basiswechsels, hervorgerufen durch Mikrowellenpulse, die Kopplungstopologien wäh-
rend der Laufzeit einer Quantensimulation geändert werden können. Von besonderer
Bedeutung ist dabei ein System, in dem zwei Spins bzw. Qubits miteinander gekoppelt
sind, während der Dritte isoliert ist. Im Kontext der Quanteninformationsverarbeitung
entspricht ein solches System einem Quantenspeicher, während zwischen den anderen
beiden Qubits ein bedingtes Zwei-Qubit-Gatter ausgeführt werden kann. Die Möglich-
keit, dass ein Qubit seine Rolle von einem Speicherqubit in ein Gatterqubit wechseln
kann, vermeidet die Notwendigkeit einer physische Umordnung der Qubits - sogenann-
tes Shuttling - oder die Verwendung unterschiedlicher Ionen. Dies verleiht dem physika-
lischen System eine große Flexibilität und ist für laserbasierte Systeme [167] erheblich
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aufwendiger und wurde bisher noch nicht experimentell demonstriert.

Die Methoden zur Kontrolle eines Quantensystems aus drei Qubits wurden dazu
verwendet, um einen exemplarischen Quantenalgorithmus auszuführen. Wegen seiner
Bedeutung als Unterprozedur für viele komplexere Algorithmen wurde dafür die Quan-
ten-Fouriertransformation gewählt. Die Konstruktion des Algorithmus folgte dabei ei-
nem neuartigen Ansatz, der auf die vorhandene Kopplungstopologie angepasst ist und
möglichst effektiv alle vorhandenen Spin-Spin-Kopplungen nutzt. Im Vergleich zu her-
kömmlichen Konstruktionen, die auf Ein- und Zwei-Qubit-Gattern basieren, konnte die
Laufzeit um etwa den Faktor drei reduziert werden. Stabilisiert wurde die Dynamik
mittels dynamischer Entkopplungspulse. Der Algorithmus konnte mit einer mittleren
Fidelity von 0,58(5) durchgeführt werden, wobei die Güte von technischen Fehlerquel-
len begrenzt wird. Die Fehlerquellen wurden alle identifiziert und können mit geeigneten
Verbesserungen am experimentellen Aufbau ausgeräumt werden.

In dieser Arbeit wurden unterschiedliche Probleme der Quanteninformationsverarbei-
tung mittels Spin-gekoppelter 171Yb+-Ionen in einem Magnetfeldgradienten untersucht.
Dabei wurden teils neuartige Methoden entwickelt und erprobt. Es scheint realistisch,
dass in der Zukunft die Beschränkungen der durchgeführten Experimente durch tech-
nische Verbesserungen aufgehoben werden können und somit die Realisierung eines
skalierbaren Quantencomputers weiter fortschreiten kann.

So ist es möglich, durch die Verwendung eines Abbildungssystems mit höherer nu-
merischen Apertur, den Detektionsfehler während einer Messdauer von weniger als
100 µs auf 0,085(7) % zu verringern [101]. Eine aktive oder passive Stabilisierung des
Magnetfeldes am Ort des Ions würde die Kohärenzzeit des Systems verlängern und
die Güte der Verschränkungsgatter und der bedingten Dynamik verbessern, ohne dass
dynamische Entkopplungspulse notwendig wären. Ebenfalls können andere Methoden
der dynamischen Entkopplung, wie beispielsweise dressed states, verwendet werden,
um Qubitzustände vor Magnetfeldrauschen zu isolieren [31]. Durch einen stärkeren
Magnetfeldgradienten kann die Kopplungsstärke erhöht und somit notwendige Gatter-
zeiten reduziert werden. Es ist davon auszugehen, dass dieses ebenfalls die Güte der
Quantenoperationen verbessert. Für einen Magnetfeldgradienten von 150T/m [33]
scheint somit eine Fidelity von 0,99 für eine Quanten-Fouriertransformation als rea-
listisch. Notwendig sind dazu Einzelqubitrotationen von hoher Güte, wie sie für die
Verwendung von Mikrowellenpulsen berichtet wurden [25; 26].
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Richtkoppler UMCC DC-S000-16S
Isolatoren TKI Ferrit IC 12.5-10W
Netzteil (±48 V) Mean Well SP-200-48
Netzteil (±15 V) Traco Power ESP 36-15SN
Rubidium-Atomuhr Stanford Research FS725
SMA-Stecker Allectra 245-CON-SMA-F, 50Ω

SMA-Kabel Allectra 311-KAP50

AOM-Steuerung
AOM bei 65MHz IntraAction ASM-702B8M
regelbarer Oszillator Minicircuits ZX95-100+
regelbarer Abschwächer Minicircuits ZX73-2500+
Digitalschalter Minicircuits ZASW-2-50DR+
Verstärker Minicircuits ZHL-1-2W
AOM bei 985MHz Brimrose TEF-1050-50-369
AOM-Antrieb Brimrose VFF-1050- 50SPS-B1/B2-C1
AOM bei 115MHz Crystal Technology 31110-125
regelbarer Oszillator Minicircuits ZX95-200+
regelbarer Abschwächer Minicircuits ZX73-2500+
Digitalschalter Minicircuits ZASW-2-50DR+
Verstärker Minicircuits ZHL-1-2W

Abbildungssystem
EMCCD-Kamera Andor Technology iXon Ultra DU-897U-CS0-EXF
Photomultiplier Hamamatsu R7518P

Lambdameter
Lock-in-Verstärker Stanford Research SR850 DSP
Photodioden Hamamatsu S4707-01
Digitalzähler Hewlett Packard HP5334B
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Experimentsteuerung
DSP Jäger GmbH ADwin-Pro (USB)
VFG150 (USB) Toptica Photonics AG
DAC PLUG-IN Electronics USB-3112
LabVIEW National Instruments Version 9.0
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C
Physikalische Größen

Die aufgeführten Naturkonstanten entsprechen der internationalen CODATA-Empfeh-
lung für Naturkonstanten 2014:

Konstante Symbol Wert Einheit

Bohrsches Magneton µB 927,4009994·10−26 J T−1

Plancksches Wirkungsquantum h 6,626070040 ·10−34 J s

Elementarladung e 1,6021766208 ·10−19 C

Einheit der Atommasse u 1,660539040·10−27 kg

Magnetische Feldkonstante µ0 4π · 10−7=12,566370614·10−7 N A−2

Elektrische Feldkonstante ε0 8,854187817·10−12 F m−1

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c 2,99792458·108 m s−1
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D
Laserspektren

Im experimentellen Betrieb ist es hinsichtlich der Reproduzierbarkeit und der Quali-
tät von Ergebnissen notwendig, die verwendeten Laser bei der korrekten Frequenz mit
hoher Stabilität zu betreiben. Diese Frequenz hängt von den atomaren Übergängen
der gespeicherten 171Yb+-Ionen ab. Der Kühl- und Detektionslaser mit seiner Emissi-
onswellenlänge nahe 369 nm muss beispielsweise die halbe Linienbreite des Übergangs
2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0 (vgl. Abschnitt 2.2 und die Abbildung D.1) zu diesem rot-
verstimmt sein, um eine optimale Doppler-Kühlung zu erzielen. Der Rückpumplaser
nahe 935 nm hingegen muss im optimalen Betrieb den Übergang 2D3/2 → 3D[3/2]1/2

resonant treiben. Der Abgleich der Laserfrequenzen geschieht anhand von Laserspek-
tren wie sie in diesem Kapitel präsentiert werden.
Hierbei wird die Frequenz des jeweiligen Laserlichts variiert und gleichzeitig die Re-

sonanzfluoreszenz nahe 369 nm mittels des Photomultipliers (siehe den Abschnitt 3.5)
aufgezeichnet. Die Änderung der Laserfrequenz kann mit akustooptischen Modulatoren
(AOMs) geschehen. Diese haben jedoch eine Modulationsbandbreite von lediglich etwa
35(1)MHz für den Kühl- und Detektionslaser bzw. 24(1)MHz für den Rückpumplaser
[76]. Der mögliche Frequenzgang ist somit auf einen Bereich eingeschränkt, der in etwa
den Linienbreiten der Übergänge entspricht oder gar kleiner ist. Aus diesem Grund wird
eine andere Methode zum Ändern der Emissionsfrequenz der Lasersysteme verwendet.
Diese beruht darauf, dass die Referenz, auf welche der jeweilige Laser stabilisiert ist,
geändert wird.
Mittels einer Flankenstabilisierung [73] sind die Diodenlasersysteme auf die Flanke

eines sogenannten Airy-Peaks der Transmission eines optischen Resonators stabilisiert
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D. Laserspektren

und die Lage der Airy-Peaks kann durch elektrische Gleichspannung variiert werden
(vgl. die Abschnitte 3.3 und 3.6). Um also die Frequenz eines Lasers zu ändern, wird
die elektrische Gleichspannung an seinem Referenzresonator langsam und kontinuierlich
variiert. Der Vorteil ist der, dass die Modulationsbandbreite nun deutlich größer als bei
der Verwendung von AOMs ist. So kann beispielsweise die Spannung um 10V geändert
werden, was für den Kühllaser einer Frequenzänderung von etwa 4,8GHz entspricht,
wobei sich die Intensität des Lasers aber nicht signifikant ändert. In der Praxis wird die
Modulationsbandbreite jedoch von möglichen Modensprüngen des Lasers begrenzt. Für
die verwendete Laser beträgt sie bis zu 2GHz, was deutlich größer als die Linienbreiten
der Übergänge ist.

Im Folgenden werden nun exemplarische Laserspektren des Kühl- bzw. Rückpump-
übergangs eines einzelnen gespeicherten 171Yb+-Ions präsentiert und beobachtete Be-
sonderheiten diskutiert. Diese Spektren sind auch die Grundlage für die Optimierung
der Kühlfluoreszenz, wie sie in dem Anhang E diskutiert wird.

Abbildung D.1: Mittels La-
serspektroskopie untersuchte
Übergänge in 171Yb+. Der Über-
gang 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0

nahe 369 nm dient als Kühl-
übergang, der effektiv von dem
Rückpumpübergang nahe 935 nm
geschlossen wird. Das Mikrowel-
lensignal nahe 12,6 GHz wird bei
allen Messungen kontinuierlich
eingestrahlt. Siehe den Abschnitt
2.2 für weitere Diskussionen.
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D.1. Laserspektrum des Rückpumpübergangs
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Abbildung D.2.: Beobachtete Fluoreszenz eines einzelnen gespeicherten
171Yb+-Ions in Abhängigkeit von der Frequenz und der optischen Leistung des
Rückpumplasers. Für die unterschiedlichen Leistungen wird jeweils die Frequenz
des Rückpumplasers bei 935 nm variiert und die Resonanzfluoreszenz nahe 369 nm
mit dem Photomultiplier detektiert. Durchgezogene Linien entsprechen einer An-
passung an die Daten in Form eines Lorentz-Profils. Für jeden Datenpunkt wird die
Fluoreszenz 100ms beobachtet und die Zählereignisse aufsummiert. Fehlerbalken
repräsentieren den statistischen Fehler.

Der Kühlübergang 2S1/2 ↔ 2P1/2 nahe 369 nm ist aufgrund des möglichen Zerfalls
in einen metastabilen Zustand 2D3/2 unterbrochen (vgl. den Abschnitt 2.2 und die
Abbildung D.1). Die Aufgabe des Rückpumplasers ist es, diesen Zustand mit dem
kurzlebigen Zustand 3D[3/2]1/2, der schnell zurück in den Kühlübergang zerfällt, zu
koppeln. Die Untersuchung der Resonanzfluoreszenz nahe 369 nm in Abhängigkeit der
Wellenlänge des Rückpumplasers erlaubt somit die Untersuchung des Übergangs 2D3/2

→ 3D[3/2]1/2.
In der Abbildung D.2 sind resultierende Spektren dargestellt. Hierbei wird die Laserfre-

quenz des Rückpumplasers variiert und die Resonanzfluoreszenz auf dem Kühlübergang
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D. Laserspektren

mittels des Photomutipliers beobachtet1. Die Änderung der Laserfrequenz geschieht,
wie oben beschrieben, über eine Längenänderung des Referenzresonators. Die Fehler-
balken der Datenpunkte entsprechen dem statistischen Fehler aus einer Poisson-Zähl-
statistik und die durchgezogene Linie beruht auf einer Anpassung an die Datenpunkte.
Das verwendete Modell

I(ω) = I0
(γ/2)2

(ω − ω0)2 + (γsat/2)2
+ Ibkg (D.1.1)

basiert auf einem Lorentz-Profil [72], wobei ω−ω0 der Verstimmung der Laserfrequenz
ω von der Resonanz ω0 entspricht. Der Parameter I0 entspricht der beobachteten Fluo-
reszenz für den Resonanzfall und Ibkg bezeichnet den Untergrund des Fluoreszenzsi-
gnals, der von einer Dunkelzählrate des Detektors und Streulicht hervorgerufen wird.
Die beobachtete volle Halbwertsbreite (FWHM) entspricht γsat, welche aufgrund von
Leistungsverbreiterung größer als die natürliche Breite des Übergangs sein kann. Die
optische Leistung des Kühllasers, der kontinuierlich eingestrahlt wird, beträgt bei den
obigen Messungen 47 µW.

Für eine optische Leistung des Rückpumplasers von 1mW beträgt die beobachtete
volle Halbwertsbreite 140(20)MHz und ist somit deutlich breiter als die die natürliche
Linienbreite des Übergangs von etwa 4MHz. Der Grund hierfür ist eine Sättigung des
Übergangs. Um die Sättigungsverbreiterung genauer zu untersuchen, werden ähnliche
Spektren für unterschiedliche Laserleistungen des Rückpumplasers aufgenommen. Die
Ergebnisse sind in der gleichen Abbildung D.2 zu finden. Man erkennt deutlich, wie die
Absorptionslinie mit einer geringeren Laserleistung schmaler wird2.

Zur näheren Untersuchung der Sättigungsverbreiterung wird die beobachtete Breite
der Absorptionslinie in Abhängigkeit der Laserleistung in der Abbildung D.3 dargestellt.
Die Verbreiterung des Übergangs wird dort durch einen Sättigungsparameter S0 be-
schrieben [72]

γsat = γ
√

1 + S0 , (D.1.2)

der die natürliche Linienbreite γ des Übergangs vergrößert. Die durchgezogene Linie ist
eine Anpassung an die Datenpunkte, aus der sich der Zusammenhang S0 = P/P0 des
Sättigungsparameter mit der optischen Leistung des Lasers P und der Sättigungsleis-

1Für die Messungen in diesem Abschnitt wurde der ältere Photomultiplier R5600P von Hamamatsu
verwendet.

2Die Höhe der Resonanz ist neben der optischen Leistung des Rückpumplasers ebenfalls durch die
Frequenz und die Leistung des Kühl-Lasers bei 369 nm bestimmt. Diese beiden Parameter können sich
jedoch zwischen der Aufnahme der Spektren leicht ändern und somit die Fluoreszenz systematisch
beeinflussen.
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Abbildung D.3.: Die beobachtete volle Halbwertsbreite des Rückpumpübergangs
für unterschiedliche optische Leistungen des Rückpumplasers, wie sie an dem expe-
riment beobachtet wurden. Die durchgezogene Linie ist eine Anpassung basierend
auf einer Sättigungsverbreiterung des Übergangs.

tung P0 ergibt [72]. Aus den obigen Daten ergibt sich somit eine Sättigungsleistung3

von P0 = 140(10) nW. Für die Leistung von 1mW beträgt der Sättigungsparameter
etwa 7000 und die erwartete Linienbreite 170MHz. Für die deutlich verringerte Leis-
tung von 1 µW folgt ein Sättigungsparameter von etwa 7. Mit etwa 6MHz liegt die
resultierende Linienbreite in der gleichen Größenordnung wie die natürliche Linienbreite4

von 4MHz.
Eine Linienbreite von weniger als 20MHz erlaubt des Weiteren die Untersuchung von

Mikrobewegung des Ions (vgl. den Abschnitt 2.3). Wird ein gespeichertes Ion von dem
RF-Antrieb der Falle bei etwa 18,8MHz angetrieben, so führt dies zu einer Änderung
seines Absorptionsspektrums. Der Grund hierfür ist, dass wegen des Doppler-Effekts
das Laserlicht im Ruhesystem des Ions mit dem Fallenantrieb frequenzmoduliert er-

3Diese hängt von dem Strahlprofil des Lasers am Ort des Ions ab. Der Durchmesser im Fokus beträgt
160(2) µm (vgl. Abschnitt 3.3 und [30])

4Experimentell war es nicht möglich, die Leistung weiter zu verringern, da dann eine effektive Kühlung
des Ions nicht länger gewährleistet war.
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Abbildung D.4.: Spektrum des Rückpumpübergangs für eine optische Leistung
von 1 µW. Die volle Halbwertsbreite der Spektrallinie ist geringer als der Fallenan-
trieb bei 18,8MHz, was die Beobachtung von Mikrobewegungsseitenbändern er-
laubt. Die durchgezogene Linie ist eine Vorhersage für einen Modulationsindex von
η = 0,5. Für jeden Datenpunkt wird die Fluoreszenz 100ms beobachtet und die
Zählereignisse aufsummiert. Fehlerbalken repräsentieren den statistischen Fehler.

scheint. Dieses führt zur Beobachtung von Seitenbändern, deren Stärke jeweils von der
Amplitude der Mikrobewegung um die Ruhelage bestimmt wird. Anstatt einer einzigen
Spektrallinie ist somit eine Überlagerung von mehreren Absorptionslinien zu beobachten
(siehe zum Beispiel [59])

I(δL) =

N∑
n=−N

|Jn(η)|2
1

π

γsat/2

(δL − nωz)2 + (γsat/2)2
. (D.1.3)

Hierbei entspricht I der normierten absorbierten Intensität, δL der Verstimmung des La-
sers von dem Übergang, Jn der n-ten Besselfunktion, η dem Modulationsindex, der die
Stärke der Mikrobewegung beschreibt, und γsat der sättigungsverbreiterten Linienbreite
des Übergangs.

Für einen kleinen Modulationsindex η < 1 ist es in der Praxis ausreichend, nur zwei
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D.2. Laserspektrum des Kühlübergangs

Seitenbänder zu berücksichtigen. In der Abbildung D.4 ist das Absorptionsspektrum
für eine optische Leistung des Rückpumplasers von 1 µW dargestellt. Der Übergang ist
mit einer Breite von 12MHz gesättigt, jedoch ist die Breite geringer als die Frequenz
des Fallenantriebs von etwa 18,8MHz, wo die Seitenbänder erster Ordnung zu erwar-
ten sind. Somit lassen sich diese prinzipiell auflösen. Wie man jedoch erkennen kann,
sind keine deutlich ausgeprägten Seitenbänder zu beobachten. Die durchgezogene Linie
entspricht der Vorhersage aus der Gleichung (D.1.3) für einen Modulationsindex von
η = 0,5. Hieraus lässt sich schlussfolgern, dass die Mikrobewegung gut abgeglichen
ist5.

D.2. Laserspektrum des Kühlübergangs

In der Abbildung D.5 ist ein exemplarisches Laserspektrum des Kühlübergangs, der den
Übergang 2S1/2, F = 1 ↔ 2P1/2, F = 0 nahe 369 nm treibt, dargestellt (siehe die Abbil-
dung D.1). Die Fehlerbalken der Datenpunkte entsprechen dem statistischen Fehler aus
einer Poisson-Zählstatistik. Bei dem gespeicherten Ion handelt es sich um ein einzelnes
171Yb+-Ion in einem Magnetfeld von etwa 3,4G. Die resultierende Zeeman-Aufspaltung
zwischen den Hyperfeinnniveaus 2S1/2, F = 1, mF = 0 und 2S1/2, F = 1, mF = ±1 be-
trägt 4,8MHz und ist kleiner als die natürliche Linienbreite des Übergangs von etwa
19,6MHz. Somit können die einzelnen Zeeman-Übergänge nicht aufgelöst werden und
die drei möglichen Übergänge erscheinen wie eine einzelne Spektrallinie. Die Frequenz-
änderung des Lasers geschieht, wie zuvor beschrieben, durch eine Änderung der Länge
des Referenzresonator. Die Resonanzfluoreszenz des Kühlübergangs bei 369 nm wird
mit dem Photomultiplier beobachtet. Die optische Leistung des Kühllasers beträgt da-
bei 36 µW und der Rückpumpübergang wird resonant mit einer optischen Leistung von
2,2mW übersättigt.
Die Frequenz des Kühllasers bestimmt die Temperatur des gespeicherten Ions und

aus diesem Grund ist es wichtig, die Frequenzänderung von einer Rotverstimmung
(ω − ω0 < 0) zu einer Blauverstimmung (ω − ω0 > 0) hin auszuführen. Das Ion
wird für eine Rotverstimmung, die größer als die Linienbreite des Kühlübergangs ist,
Doppler-gekühlt (vgl. den Abschnitt 4.1.3) und eine Resonanzfluoreszenz des lokalisier-
ten Ions ist zu beobachten. Für eine Rotverstimmung, die gerade der Linienbreite des
Übergangs entspricht, streut das Ion viel Licht und wird effizient auf die Doppler-Tem-
peratur gekühlt. Für den Resonanzfall fluoresziert das Ion maximal, jedoch findet eine
Doppler-Kühlung nicht länger statt. Ab einer Blauverstimmung heizt der Laser das Ion
auf, weshalb es nicht länger gut lokalisiert ist und die beobachtete Resonazfluoreszenz

5Ein Abgleich der Mikrobewegung erfolgte durch die Beobachtung von zeitlich korrelierter Fluoreszenz.
Siehe [56] für weitere Informationen dazu.
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Abbildung D.5.: Laserspektrum des Kühlübergangs eines einzelnen gespeicherten
171Yb+-Ions. Die Laserfrequenz des Kühllasers wird kontinuierlich von einer Rotver-
stimmung (δ < 0) zur Resonanz (δ = 0) und zu einer Blauverstimmung (δ > 0) hin
variiert. Die durchgezogene Linie entspricht einer phänomenologischen Anpassung
an die Datenpunkte. Für jeden Datenpunkt wird die Fluoreszenz 100ms beobachtet
und die Zählereignisse aufsummiert. Fehlerbalken repräsentieren den statistischen
Fehler.

verschwindet. Das Modell, welches diesen Prozess effektiv beschreibt lautet

I(ω) = I0
γ2

(ω − ω0)2 + γ2
×

1

2
(1 + 2

arctan((ω − ω0)α)

π
) + Ibkg. (D.2.1)

Der erste Faktor ist ein Lorentz-Profil, welches die Resonanzfluoreszenz des Ions be-
schreibt. Der zweite Faktor ist eine Stufenfunktion, die phänomenologisch das Ver-
schwinden der beobachteten Resonanzfluoreszenz bei einer Blauverstimmung model-
liert6. α ist dabei ein Parameter, der beschreibt, wie abrupt der Heizprozess das Ion
delokalisieren lässt und die detektierte Fluoreszenz verschwindet. Der letzte Summand

6Alternativ zu der hier verwendeten Stufenfunktion, die auf einem Arkustangens basiert, gibt es andere
mögliche Modelle, wie zum Beispiel eine exponentielle Unterdrückung für eine Blauverstimmung [74].
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D.2. Laserspektrum des Kühlübergangs

Ibkg beschreibt den Untergrund des Signals, der hauptsächlichher durch Streulicht vor-
gerufen wird.

Aus der Anpassung an die Datenpunkte in der Abbildung D.5 folgt eine volle Halb-
wertsbreite von 36(2)MHz. Diese ist größer als die natürliche Linienbreite von 19,6MHz,
was auf die Zeeman-Aufspaltung infolge des vorhandenen Magnetfelds zurückzuführen
ist. Darüber hinaus ergibt sich für den Resonanzfall eine Zählrate von 18,4(6) kHz. Mit
dem Untergrund von 1,8(2) kHz folgt somit ein Signal-Rausch-Verhältnis (SNR) von
etwa 9. Nach einer effizienteren Streulichtunterdrückung [80; 56] konnte der Unter-
grund drastisch reduziert werden und für ein einzelnes 171Yb+-Ion kann ein SNR von
350 erreicht werden.

233



E
Optimierung der Resonanzfluoreszenz

In diesem Kapitel wird erläutert, wie die Kühlfluoreszenz eines einzelnen gespeicher-
ten 171Yb+-Ion durch die Wahl der Laserpolarisationen und eines statischen Magnet-
feldes optimiert wurde. Eine solche Optimierung diente auch der Maximierung des
Signal-Rausch-Verhältnis bei der Detektion. Die Überlegung hierbei ist, dass die Reso-
nanzfluoreszenz eines hellen Ions durch eine nicht optimale Wahl der Laserpolarisationen
oder des Magnetfeldes reduziert wird. Der Untergrund, der von Streulicht hervorgeru-
fen wird, ist jedoch unabhängig von diesen Parametern. Somit können Polarisationen
und das Magnetfeld das Signal-Rausch-Verhältnis beeinflussen.

E.1. Fluoreszenzmodell

Das Modell, welches die Resonanzfluoreszenz in Abhängigkeit der Laserpolarisation und
der Magnetfeldstärke beschreibt, ist das in dem Abschnitt 5.1 beschriebene [96]. An
dieser Stelle werden zur Übersichtlichkeit lediglich die wesentlichen Zusammenhänge
wiederholt.

Die Fluoreszenzrate Rf ist proportional zur Wahrscheinlichkeit des angeregten Zu-
stands 2P1/2 und es gilt

Rf ∝
3

4

cos2 θ sin2 θ

1 + 3 cos2 θ

Ω2/3

∆2 + (Γ/2)2
, (E.1.1)
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E.2. Einstellung der Laserpolarisationen

wobei die Breite des Übergangs durch die Zeeman-Aufspaltung effektiv verbreitert wird(
Γ

2

)2

=
(γ

2

)2

+
Ω2

3
cos2 θ

1− 3 cos2 θ

1 + 3 cos2 θ
+

cos2 θ

1 + 3 cos2 θ

(
Ω4

36δ2
B

+ 4δ2
B

)
. (E.1.2)

Die Größe Ω entspricht der Rabi-Frequenz und ∆ der Verstimmung des Laserlichts, wel-
ches den Detektionsübergang 2S1/2 ↔ 2P1/2 treibt. Der Winkel θ bezeichnet den Winkel
zwischen dem elektrischen Feld des Laserlichts und dem Magnetfeld, welches die Quan-
tisierungsachse definiert. δB entspricht der Zeeman-Aufspaltung der Hyperfeinzustände
des Ions. Darüber hinaus wird davon ausgegangen, dass der Rückpumpübergang 2D3/2

→ 3D[3/2]1/2 nahe 935 nm hinreichend getrieben wird und somit der Kühlübergang
effektiv geschlossen ist.

E.2. Einstellung der Laserpolarisationen

z

y

x Ibig Ibig

Iupdown

Iupdown

Fallenachse

Bk
.

B

k

Abbildung E.1.: Relevante Koordinatensysteme. Siehe Text für Erläuterungen.

Zur Optimierung der Polarisation des Kühl- und Detektionslasers mit einer Emissi-
onswellenlänge nahe 369 nm wurde zuerst ein einzelnes 171Yb+-Ion in die Falle geladen
und lasergekühlt. Danach wurde das Magnetfeld der Quantisierungsachse B so ausge-
richtet, dass es senkrecht zum Ausbreitungsvektor des Laserlichts k steht (siehe die
Abbildung E.1). Hierfür wurde mit Hilfe eines elektrischen Stromes Iupdown durch die
Helmholtz-Spulen ein zusätzliches statisches Magnetfeld in y -Richtung erzeugt. Die
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Abbildung E.2.: Beobachtete Resonanzfluoreszenz in Abhängigkeit von der Pola-
risationsrichtung des Kühllaserlichts.

Stärke dieses Feldes wurde dabei so gewählt, dass das resultierende Magnetfeld einen
Winkel von 45 ◦ mit der z-Achse eingeschlossen hat. In dieser Konfiguration betrug
das Magnetfeld entlang der z- bzw. y -Achse jeweils 2,9 G und das resultierende am
Ort des Ions somit 4,1 G, was zu einer Zeeman-Aufspaltung von 2π×5,7MHz führte.
Die Laserleitung des Kühllasers betrug 60 µW und die des Rückpumplasers 2mW. Der
Polarisationwinkel, also der Winkel zwischen dem elektrischen Feld des Laserlichts E
und dem Magnetfeld B (siehe Abbildung E.1), des Rückpumplasers betrug 50 ◦.
Nun wurde der Polarisationswinkel θ des Kühllaserslichts durch Drehen des Pola-

risators variiert und die resultierende Fluoreszenz gemessen. Dafür wurde für jeden
Winkel die Emissionswellenlänge des Kühllasers durchgestimmt und ein Spektrum wie
in der Abbildung D.5 mit dem Photomultiplier aufgezeichnet1. In der Abbildung E.2 ist
die beobachtete Resonanzfluoreszenz in Abhängigkeit des Polarisationswinkels θ darge-

1Für die Messungen in diesem Abschnitt wurde der Photomultiplier R5600P von Hamamatsu verwen-
det.
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E.2. Einstellung der Laserpolarisationen

stellt. Die Fehlerbalken der Datenpunkte ergeben sich dabei aus der Anpassung an das
Spektrum. Die durchgezogene Linie entspricht einer Anpassung an die Daten mit dem
obigen Fluoreszenzmodell aus den Gleichungen (E.1.1) und (E.1.2), wobei lediglich die
Proportionalitätskonstante in (E.1.1) und die Rabi-Frequenz des optischen Übergangs
die beiden freien Parameter waren. Wie man erkennen kann, beschreibt das Modell die
Messdaten und das Maximum der Kühlfluoreszenz liegt wie erwartet bei einem Winkel
von θ0 ≈ 54,7◦, für den alle drei Übergänge P1/2, F = 0 nach S1/2, F = 1 gleich schnell
getrieben werden.
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Abbildung E.3.: Beobachtete Fluoreszenz in Abhängigkeit der Polarisationsrich-
tung des Rückpumplasers. (a) Die Resonanzfluoreszenz ist nur schwach von der
Polarisation abhängig. (b) Die volle Halbwertsbreite des Rückpumpübergangs hinge-
gen zeigt ein deutliches Maximum, für den der Rückpumpübergang am schnellsten
getrieben wird.

Die Abhängigkeit der Fluoreszenzrate von der Polarisation des Rückpumplasers mit
einer Emissionswellenlänge nahe 935 nm erfolgte analog. Für unterschiedliche Polarisa-
tionswinkel wurde die Wellenlänge des Kühllasers variiert und erneut Spektren wie in
der Abbildung D.5 mit dem Photomultiplier aufgezeichnet. In der Abbildung E.3 (a)
ist das jeweilige Maximum der Resonanzfluoreszenz in Abhängigkeit zur Polarisation
aufgetragen. Wie man erkennen kann, ist die Abhängigkeit im Vergleich zu der von
der Polarisation des Kühllasers nur sehr gering und die Fluoreszenz ändert sich nur um
etwa 20%. Die Ursache ist die, dass für ein effektives Schließen des Kühlübergangs
2S1/2 ↔2 P1/2 nur ein geringer Anteil des Rückpumplaserlichts ausreichend ist. Um die
Abhängigkeit genauer untersuchen zu können, wurde die Messmethodik abgewandelt.
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E. Optimierung der Resonanzfluoreszenz

Statt die Resonanzfluoreszenz in Abhängigkeit der Polarisationsrichtung des Rückpum-
plasers zu messen, wurde die Breite des Rückpumpübergangs gemessen. Experimentell
wurde nun für unterschiedliche Polarisationswinkel des Rückpumplasers seine Emissions-
wellenlänge variiert und Spektren wie in der Abbildung D.2 mit dem Photomultiplier
aufgezeichnet. In der Abbildung E.3 (b) ist die ermittelte Halbwertsbreite in Abhän-
gigkeit von der Polarisation aufgetragen. Man kann erkennen, dass die Abhängigkeit
wesentlich stärker ist und sein Maximum ebenfalls nahe θ0 ≈ 54,7◦ hat. Für diesen
Winkel wird der Übergang maximal gesättigt und am schnellsten getrieben.

Im experimentellen Betrieb ist das Magnetfeld im Gegensatz zu der obigen Konfigu-
ration (vgl. die Abbildung E.1) parallel zur z- bzw. Fallenachse orientiert. Die Polarisa-
tionen der beiden Laser werden nun so eingerichtet, dass sie einen Winkel von jeweils
θ0 mit dem statischen Magnetfeld entlang der z-Achse einschließen.

E.3. Abhängigkeit von dem Magnetfeld

Zur Untersuchung der Abhängigkeit der Kühlfluoreszenz von der Magnetfeldstärke wur-
de das Magnetfeld entlang der Fallen- bzw. z-Achse ausgerichtet. Mittels der Helm-
holtz-Spulen und eines elektrischen Stroms Ibig konnte nun die Stärke des Magnetfeldes
variiert werden (vgl. die Abbildung E.1). Für unterschiedliche Ströme und somit Ma-
gnetfelder wurde zuerst die Zeeman-Aufspaltung mittels Resonanzspektroskopie (vgl.
den Abschnitt 4.4) gemessen. Dann wurde jeweils ein Spektrum des Kühlübergangs
mit dem Photomultiplier (wie in der Abbildung D.5) aufgenommen und dieses für un-
terschiedliche Laserleistungen wiederholt.

Man erkennt deutlich in der resultierenden Abbildung E.4 , dass die Resonanzfluores-
zenz jeweils ein Maximum aufweist2. Dieses ist darauf zurückzuführen, dass für ein zu
geringes Magnetfeld Dunkelresonanzen erzeugt werden können und somit die Fluores-
zenz unterdrückt wird [96]. Führt das Magnetfeld hingegen zu einer Zeeman-Aufspal-
tung, die größer als die Linienbreite des Übergangs ist, so werden die unterschiedlichen
Hyperfeinübergänge aufgelöst und der Laser wird für einige mehr und mehr verstimmt,
was die Fluoreszenz unterdrückt. Man kann darüber hinaus ebenfalls erkennen, dass das
Maximum der Resonanzfluoreszenz für unterschiedliche optische Leistungen auch bei
unterschiedlichen Zeeman-Aufspaltungen zu finden ist. Das lässt sich dadurch erkkären,
dass für größere Leistungen der Übergang aufgrund der Sättigung verbreitert wird und

2Die Abweichungen der Datenpukte von der Anpassung sind auf Instabilitäten der Lasersysteme zu-
rückzuführen. Während der Messungen, die mehrere Stunden beanspruchten, änderte sich die Emis-
sionswellenlänge des Rückpumplasers und reduziert so die Fluoreszenz.
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Abbildung E.4.: Die Abhängigkeit der Resonanzfluoreszenz von der Zeeman-Auf-
spaltung. Für jeden Datenpunkt wurde ein Spektrum des Kühl-Übergangs aufge-
zeichnet. Bei den durchgezogenen Linien handelt es sich um Anpassungen gemäß
des Fluoreszenzmodells der Gleichungen (E.1.1) und (E.1.2) an die Daten.

somit vergrößert sich auch die Zeeman-Aufspaltung ab der diese mit der Linienbreite
konkurriert.
Für ein Magnetfeld von 4,3 G, was einer Zeeman-Aufspaltung von 6MHz entspricht,

wird für eine optische Leistung von 60 µW die Fluoreszenz optimiert. Die Magnet-
feldabhängigkeit ist für Zeeman-Aufspaltungen zwischen 4MHz und 12MHz jedoch
gering und die Fluoreszenzrate ändert sich nur um etwa 10%. Für eine Kette von Ionen
bedeutet das, dass die variierende Zeeman-Aufspaltung die Erwartungswerte der Pois-
son-Verteilungen für helle Ionen ebenfalls nur um etwa 10% ändert. Können die beiden
Verteilungen für ein dunkles und ein helles Ion aufgelöst werden, kann man davon aus-
gehen, dass die Güte des Zustandsnachweises für alle Ionen nahezu gleich gut erfolgen
kann.
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F
Benchmarking-Protokoll zum Messen

nicht-resonanter Anregung

In dem vorliegenden Abschnitt wird das Benchmarking-Protokoll, welches zur Messung
des Übersprechens in Quantenregistern in Kapitel 6 verwendet wurde, näher erläutert
und motiviert. Für die typischen experimentellen Parameter des Quantenbytes (Ra-
bi-Frequenz Ω = 2π×20 kHz und Frequenzabstand ∆i ,i+1 = 2π×2MHz) ist der Fehler,
der durch nicht-resonante Anregung hervorgerufen wird, auf der Größenordnung von
10−5. Dieser Effekt ist deutlich kleiner als der typische Detektionsfehler von 0,04 (vgl.
Abschnitt 4.3). Solche kleinen Effekte lassen sich mit der Methode des Randomized
Benchmarking [89] messen. Dabei wird der Fehler, wie er sich in Folge der Anwen-
dung mehrerer Gatter vergrößert, beobachtet und darauf der Fehler pro Einzelgatter
bestimmt. Im Folgenden wird der Zerfall der Zustandsgüte eines Zustandes aufgrund
von weit verstimmten Mikrowellenpulsen beschrieben. Das Ergebnis ist eine analytische
Formel, welche die mittlere Fidelity nach Anwendung einer Pulssequenz, die aus Pul-
sen mit gegebener Verstimmung und Leistung sowie jeweils zufällig gewählten Phasen
besteht, beschreibt.

Entsprechend der Diskussion in den Abschnitten 2.6.2 und 6.2.1 dreht ein einzelner
Mikrowellenpuls, der resonant zu Qubit i eingestrahlt wird, immer auch den Zustands-
vektor eines anderen Qubits j . Die Drehachse ist dabei von der Phase und der Ver-
stimmung des Pulses ∆i ,j abhängig. Eine Sequenz von mehreren Pulsen, deren Phasen
jeweils zufällig gewählt sind, führt somit zu einer Zufallsbewegung, einem sogenannten
Random Walk, des Zustandsvektors von Qubit j auf seiner Blochkugel.
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Abbildung F.1.: Effekt von zufälligen Pulssequenzen. (a) Eine zufällige Sequenz
von 1250 Pulsen mit einer Rabi-Frequenz von 2π×20 kHz und einer Verstimmung
von 2π×2MHz führt zu einer Zufallsbewegung des Zustandsvektors, der in |0〉
initialisiert war. Nach jedem Puls wird der Zustand durch einen Punkt auf der
Bloch-Kugel dargestellt. Die Helligkeit des Punktes kennzeichnet seine Nummer
(von hell für die Pulse am Anfang der Sequenz zu dunkel für die letzten Pulse der
Sequenz). Für mehrere Pulssequenzen mit den gleichen Parametern wie in (a) ist
der mittlere Endzustand über die Blochkugel verteilt. Dieses kann als Diffusionspro-
zess betrachtet werden. Die Wahrscheinlichkeitsdichte für den Endzustand ist auf
der Blochkugel dargestellt.

Eine solche Zufallsbewegung ist in Abbildung F.1 (a) dargestellt. Diese Abbildung
beruht auf einer Simulation von 1250 Pulsen mit einer Rabi-Frequenz von 2π×20 kHz
und einer Verstimmung von 2π×2MHz. Für jeden Puls wurde die Phase zufällig aus
der Menge {0, π/2, π, 3π/2} gewählt. Die Pulsdauer ist hierbei so gewählt, dass der
Zustandsvektor des Qubits j um einen effektiven Winkel von π um die Drehachse
rotiert wird und der Effekt aus nicht-resonanter Anregung gerade maximal ist. In der
Simulation wird für jeden Puls die Drehmatrix entsprechend der Gleichung (2.6.10)
berechnet und diese auf den Zustandsvektor angewandt. Der Anfangszustand ist der
Grundzustand |0〉.

Wie eingangs erwähnt, ist die Fidelityänderung aufgrund eines Einzelpulses von der
Größenordnung 10−5 � 1. Aus diesem Grund lässt sich die Zufallsbewegung aufgrund
der Pulse, die zu den Zeitpunkten tn: n = 1,2,3, ...N während der Benchmarking-Se-
quenz der Länge N � 1 eingestrahlt werden, in guter Näherung als kontinuierliche
Bewegung behandeln. Werden mehrere Benchmarking-Sequenzen betrachtet, so wird
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F. Benchmarking-Protokoll zum Messen nicht-resonanter Anregung

der gemittelte Endzustand des Qubits j auf der Blochkugel verteilt sein (vgl. Abbildung
F.1 b). Dieser Vorgang kann als Diffusion modelliert und durch die Diffusionsgleichung

∂tφi ,j(r, t) = Di ,j∇2φi ,j(r, t). (F.0.1)

beschrieben werden. Hierbei bezeichnet φi ,j(r, t) die Wahrscheinlichkeitsdichte den Zu-
stand des Qubits j zum Zeitpunkt t am Ort r auf seiner Blochkugel vorzufinden. Die
Größe Di ,j ist die Diffusionskonstante, die den Prozess beschreibt. Sie ist im Allgemei-
nen abhängig von den Pulsparametern wie der Leistung, der Dauer und der Verstim-
mung.

Die Beschreibung der Zustandsänderung findet anhand der Fidelity (vgl. Abschnitt
4.7) und nicht anhand der Lage auf der Blochkugel statt. Somit reduziert sich das
Problem der Zustandsdiffusion auf eine einzelne Ortskoordinate x . Diese Koordinate
entspricht dem Winkel zwischen dem Anfangszustand und dem Zustand während der
Benchmarking-Sequenz. Für den Fall, dass der Anfangszustand beispielsweise der Zu-
stand |0〉 ist, entspricht die Ortskoordinate x gerade dem Breitengrad der Blochkugel.
Der Grund hierfür ist, dass die Fidelity zwischen dem Zustand |0〉 und allen anderen
Zuständen auf dem jeweils gleichen Breitengrad identisch sind.

Im Folgenden wird das vereinfachte Problem für einen Enerieeigenzustand oder einen
Superpositionszustand gelöst. Für beide Fälle ist das entsprechende Polarkoordinaten-
system gerade so gewählt, dass der Anfangszustand bei x0 = π lokalisiert ist. In einem
solchen Koordinatensystem beträgt die Fidelity F zwischen einem Zustand bei x und
dem Anfangszustand F (x) = 1

2
(1 − cos(x)). Die Wahrscheinlichkeitsdichte unterliegt

periodischen Randbedingungen aufgrund der Periodizität der Blochkugel und es gilt
φ(x + 2π) = φ(x). Die vereinfachte eindimensionale Diffusionsgleichung

∂tφi ,j(x, t) = Di ,j ∂
2
xφi ,j(x, t). (F.0.2)

wird durch

φi ,j(x, t) =
1

π

∞∑
m=0

e−Di ,j t/m
2

(−1)m cos(mx)−
1

2π
. (F.0.3)

gelöst und in der Abbildung F.1 (b) ist eine stationäre Lösung für den Anfangszustand
|0〉 dargestellt. Mit der Wahrscheinlichkeitsdichte für den Zustand kann die zeitabhän-
gige Fidelity des Zustands zu

〈Fi ,j(t)〉 =

∫ 2π

0

dx φi ,j(x, t)F (x),

=
1

2
(1 + e−Di ,j t) (F.0.4)
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berechnet werden. Für den eindimensionalen Random Walk mit N Schritten der Schritt-
weite δxi ,j , die während einer Einzelschrittdauer von τ zurückgelegt wird, beträgt die

Diffusionskonstante Di ,j = 1
2

δx2
i ,j

τ
(siehe zum Beispiels [185]). Die Gesamtdauer der Zu-

fallsbewegung ist t = τN und jeder Schritt führt zu einer Änderung der Fidelity von
Ci ,j = 1− F (δx) ≈ δx2

i ,j

4
. Somit lässt sich der Zusammenhang Di ,jt = 2Ci ,jN zwischen

der Diffusionskonstanten und der Zustandsänderung pro Einzelpuls Ci ,j herstellen.

Zusammenfassend lässt sich also feststellen, dass die Diffusion des Zustands von
Qubit j durch das Übersprechen der zufälligen Pulssequenz, die an Qubit i adressiert
ist, hervorgerufen wird. Die mittlere Zustandsgüte von Qubit j , nachdem N Pulse mit
zufälliger Phase an das Qubit i adressiert worden sind hängt somit von dem Fehler pro
Einzelpuls ab und es resultiert das Ergebnis dieses Abschnitts, welches der Gleichung
(6.2.3) entspricht

〈Fi ,j(N)〉 =
1

2
(1 + e−2Ci ,jN). (F.0.5)

Das Benchmarking-Protokoll zur Messung des Fehler aus nicht-resonanter Anregung
beispielsweise innerhalb eines Quantenbytes lautet somit wie folgt:

• Präpariere das Register in dem Grundzustand |00000000〉.

• Adressiere eine Pulssequenz der Länge N an eines der Qubits i . Die Pulsdauer und
die Rabi-Frequenz sind dabei so gewählt, dass sie einem π-Puls des adressierten
Qubits entsprechen. Für jeden einzelnen Puls wird die Phase hierbei zufällig aus
der Menge {0, π/2, π, 3π/2} gewählt.

• Messe die Anregung innerhalb des Registers.

• Wiederhole den Vorgang mit einer neuen zufälligen Pulssequenz.

Dieses Protokoll wird für unterschiedliche Sequenzlängen N durchgeführt und aus
der Beobachtung der Anregungen folgt der Zerfall der mittleren Fidelity 〈Fi ,j(N)〉 aller
nicht-adressierten Qubits j , wie er von der obigen Gleichung (F.0.5) beschrieben wird.
Die Zerfallskonstante entspricht hierbei gerade dem doppelten mittleren Fehler aus der
Anwendung eines einzelnen Pulses.

243



G
Drift der Adressierungsfrequenzen

In dem experimentellen Aufbau ist eine langsame Drift der Adressierungsfrequenzen
der Qubits zu beobachten. Zur Beschreibung dieser Drift wurde sie sechs Mal an vier
verschiedenen Tagen gezielt aufgezeichnet. Hierfür wurde die Resonanzfrequenz des
Übergangs 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = 1 in Abständen von fünf Minuten mit-
tels mikrowellen-optischer Doppelresonanz-Spektroskopie (vgl. Abschnitt 4.4) gemes-
sen, wobei die Messungen unmittelbar nach dem Laden des Ions gestartet wurde.

In der Abbildung G.1 (a) sind exemplarische Ergebnisse einer dieser Driftmessun-
gen zu sehen. Wie man erkennen kann, ändert sich die Resonanzfrequenz nach dem
Laden während der ersten 20 Minuten deutlich hin zu größeren Frequenzen. Die Fre-
quenzänderung beträgt hierbei etwa 100 kHz. Danach hat die Frequenz ein stabiles
Niveau erreicht, um das sie sich langsam während 50 Minuten ändert. Die Ände-
rung ist hierbei auf einen Bereich von 50 kHz beschränkt und die Drift beträgt etwa
3 kHz min−1. Ein vergleichbares Verhalten ist auch für alle anderen Messungen zu be-
obachten. Da eine solche Drift für den (in erster Ordnung) magnetfeldunabhängigen
Übergang 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = 0 nicht beobachtet wird, und auch die
verwendete Mikrowellenkette keine entsprechend große Drift aufweist, lässt sich darauf
schließen, dass die Ursache der Drift ein sich änderndes Magnetfeld am Ort des Ions
ist. Zur Untersuchung, was diese Magnetfeldänderung hervorruft, wurde der elektrische
Strom, der durch die Helmholtz-Spulenpaare (vgl. den Abschnitt 3.2) fließt und somit
das Magnetfeld in der Falle bestimmt, gemessen. Eine Frequenzänderung von 100 kHz
entspricht für das verwendete Ion einer Magnetfeldänderung von 71mG. Aus der Kali-
bration der Spulen (vgl. [56]) folgt der Zusammenhang zwischen dem Strom und dem
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Abbildung G.1.: Drift der Adressierungsfrequenz eines magnetfeldabhängi-
gen Qubits. (a) Die Verstimmung der Resonanzfrequenz des Übergangs
2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = 1 von dem in erster Orndung magnetfeldunab-
hängigen Übergang 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = 0 wurde über eine Stunde
lang mittels mikrowellen-optischer Doppelresonanz-Spektroskopie aufgezeichnet.
Die gepunktete Linie dient der besseren Übersicht. (b) Die Drift zwischen jeweils
zwei Messungen in einem Abstand von fünf Minuten folgt einer Gaußverteilung
(durchgezogene Linie) mit einer Breite von 20 kHz, was den zufälligen Charakter
der Drift widerspiegelt.

erzeugten Magnetfeld zu 8,94(3) G A−1. Die notwendige Stromänderung, die zu der
Magnetfeldänderung führen könnte, beträgt daher etwa 8mA. Eine solche Stromän-
derung wurde jedoch nicht beobachtet und somit muss die Magnetfeldänderung eine
andere Ursache haben.

Eine Erklärung für den Anstieg des Magnetfeldes unmittelbar nach dem Ladevorgang
kann das elektrostatische Aufladen von Teilen der Fallenapparatur sein. Hierbei kann es
sich entweder um eine Ablagerung von geladenen Ytterbium durch den Ladevorgang,
oder aber um eine Aufladung von Material durch das Bestrahlen mit dem Ionisationsla-
ser bei einer Wellenlänge von 399 nm handeln. Beides kann zu einem eletrostatischen
Feld E führen, welche eine Kraft F = F q (hier entspricht q der elektrischen Ladung
des Ions) auf ein Ion ausübt und es in dem Pseudopotenzial der Paul-Falle verschiebt.
Da sich das Ion in einem Magnetfeldgradienten befindet, führt eine solche Positions-
änderung zwangsläufig zu einer Änderung des Magnetfelds, welches das Ion erfährt.
Falls eine Ortsänderung in dem Gradienten von etwa 19Tm−1 die Ursache für die Ma-
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G. Drift der Adressierungsfrequenzen

gnetfeldänderung von 71mG ist, so entspricht sie einer Positionsänderung von 370 nm1.

Zur weiteren Beschreibung der Drift wird die Frequenzänderung innerhalb von 5 Mi-
nuten untersucht. Das Ergebnis ist in Abbildung G.1 (b) in Form eines Histogramms
dargestellt. Die Anpassung einer Gaußglocke an die Daten ergibt eine volle Halbwerts-
breite von 38(7) kHz, was einer Drift von etwa 4 kHz min−1 entspricht. Der Mittelwert
ist hierbei zu 6 kHz verschoben, was durch die konstante Drift unmittelbar nach dem
Ladevorgang erklärt werden kann. Die Breite der Verteilung ist größer als der statis-
tische Fehler einer Einzelmessung von 10 kHz und somit spiegelt die Verteilung den
zufälligen Charakter der Drift wider.

Im experimentellen Betrieb konnte ebenfalls die Beobachtung gemacht werden, dass
es zu einer deutlichen Drift der Resonanzfrequenz kommt, wenn man während einer
Messsequenz die Dauer der Manipulation mit Mikrowellenpulsen ändert, und die Dau-
er der Doppler-Kühlung dabei konstant lässt (vgl. dazu den Abschnitt 4.2). Dieses
Verhalten wurde näher untersucht, indem die Resonanzfrequenz eines magnetfeldab-
hängigen Hyperfeinübergangs (in diesem Fall 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = −1)
für unterschiedliche Manipulationsdauern über einen längeren Zeitraum erneut mittels
mikrowellen-optischer Doppelresonanz-Spektroskopie gemessen wurden (vgl. Abschnitt
4.4). Hierbei betrug die Dauer der Laserkühlung TKühl=10ms. Die Dauer während der
kein Laserlicht eingetsrahlt wird beträgt entweder TWarte=0,1ms oder TWarte=50ms.
Diese Zeiten definieren ein Tastverhältnis d des Kühllaserlichts von

d =
TKühl

TKühl + TWarte
, (G.0.1)

welches für die obigen Dauern 0,99 bzw. 0,15 beträgt.
Die Abbildung G.2 (a) enthält die Ergebnisse, nachdem das Ion für etwa 20 Minuten

gespeichert ist und eine deutliche Drift nach dem Laden nicht länger zu beobachten
ist. Das Kühllaserlicht wurde hierbei kontinuierlich eingestrahlt und das Tastverhältnis
beträgt somit 1. Nach einen Wechsel des Tastverhältnisses auf 0,15 ändert sich die
Resonanzfrequenz innerhalb von 10 Minuten um 100 kHz. Wechselt man das Tastver-
hältnis zurück nach 0,99, so ändert sich die Resonanzfrequenz in etwa 10 Minuten wie-
der hin zu dem Ausgangswert. Als etwa 30 Minuten nach dem Start der Beobachtung
das Tastverhältnis wieder nach 0,15 gewechselt wird, erhöht sich die Adressierungsfre-
quenz binnen 30 Minuten um 200 kHz bis sie ein Plateau erreicht. In den folgenden
30 Minuten ändert sich die Frequenz dann nicht mehr. Etwa 90 Minuten nach dem
Start wird das Tastverhältnis wieder nach 0,99 geändert und sofort ändert sich auch
die Resonanzfrequenz wieder. Die Zeitkonstante beträgt auch hierbei etwa 30 Minuten,

1Mit dem vorhandenen Abbildungssystem sind solche geringen Positionsänderungen nicht nachzuwei-
sen.
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Abbildung G.2.: Drift der Resonanzfrequenz eines magnetfeldabhängigen Hy-
perfeinübergangs, wie sie von von unterschiedlichen Tastverhältnissen des Kühl-
lasers hervorgerufen wird. Der Abstand der Resonanzfrequenz des Übergangs
2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = −1 von dem in erster Ordnung magnetfeldu-
nabhängigen Übergang 2S1/2, F = 0 ↔ 2S1/2, F = 1, mF = 0 wird über einen Zeit-
raum von mehr als zwei Stunden aufgezeichnet. In (a) wird dabei das Tastverhältnis
des Kühllasers variiert. Es zeigt sich eine deutliche Korrelation. Die Fehlerbalken,
die den statistischen Fehler einer Einzelmessung kennzeichnen sind hierbei zu klein,
um sie erkennen zu können. In (b) wird an zwei Tagen die Messung wiederholt,
jedoch beträgt hier das Tastverhältnis des Lasers konstant 0,2. Die Drift ist nun
deutlich geringer. Gestrichelte Linien dienen der besseren Übersicht.

bevor erneut ein stabiler Wert erreicht wird. Für die zwei untersuchten Tastverhältnis-
se beträgt die Änderung der Resonanzfrequenz knapp 400 kHz. Falls dieses auf eine
Verschiebung des Ions zurückzuführen ist, so entspricht es einer Positionsänderung von
1500 nm in dem Magnetfeldgradienten2

2Eine solche Verschiebung ist noch zu gering, um sie mit dem gewählten Binning aus den Abbildungen
nachzuweisen.
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G. Drift der Adressierungsfrequenzen

Um zu bestätigen, dass ein konstantes Tastverhältnis auch eine konstante Resonanz-
frequenz garantiert, wurde diese an zwei Tagen über einen Zeitraum von mehr als zwei
Stunden beobachtet. Die Wartedauer betrug dabei 37ms, was einem Tastverhältnis von
0,2 entspricht. Etwa 45 Minuten nach dem Laden wurde die Adressierungsfrequenz ver-
folgt und aus den Ergebnissen, die in Abbildung G.2 (b) dargestellt sind, lässt sich in
der Tat eine stabilere Resonanzfrequenz ablesen. Eine Änderung findet in einem Be-
reich von 30 kHz statt, wobei die Messwerte alle miteinander verträglich sind und die
beobachtete Drift geringer als die in Abbildung G.1 ist.

Somit lässt sich feststellen, dass eine deutliche Drift der Resonanzfrequenz von ma-
gnetfeldabhängigen Hyperfeinübergängen stark mit dem Tastverhältnis des Kühllasers
und dem Ladevorgang korrelliert ist. Es ist nun naheliegend, den Zusammenhang da-
durch zu erklären, dass der Kühllaser Teile der Fallenapparatur elektrostatisch auflädt
und infolge ein gespeichertes Ion von den resultierenden elektrischen Potenzialen im
Magnetfeldgradienten verschoben wird und somit eine Magnetfeldänderung erfährt.

Die Drift lässt sich nun dadurch reduzieren, dass entweder das Tastverhältnis der
Laser konstant gehalten wird, oder aber dadurch, dass die Laser so in die Falle fokussiert
werden, dass die keine Bauteile mehr aufladen können. In der Zwischenzeit wurde die
Justage der Laserstrahlen dahingehend mehrfach optimiert und unmittelbar nach dem
Ladevorgang ist nicht länger eine deutliche Drift zu erkennen. Die Drift aufgrund eines
unterschiedlichen Tastverhältnisses des Kühllasers ist jedoch weiterhin zu beobachten.
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H
Die Pauli-Matrizen

An dieser Stelle werden die Pauli-Matrizen und enige ihrer grundlegenden Eigenschaften
vorgestellt. Diese bilden die Grundlage für Berechnungen, die im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit verwendet wurden. Die Beschreibung der Pauli-matrizen in diesem Kapitel
orientiert sich an [17].

H.1. Darstellungen der Pauli-Matrizen

In der Basis der Energieeigenzustände

|0〉 =

(
1

0

)
und |1〉 =

(
0

1

)
(H.1.1)

werden die drei Pauli-Matrizen üblicherweise dargestellt als

σx =

(
0 1

1 0

)
= |1〉〈0|+ |0〉〈1| , (H.1.2)

σy =

(
0 −i
i 0

)
= i(|1〉〈0| − |0〉〈1|) , (H.1.3)

σz =

(
1 0

0 −1

)
= |0〉〈0| − |1〉〈1| . (H.1.4)

In dieser Basis ist die ebenfalls nützliche Darstellung der Identität

1 =

(
1 0

0 1

)
= |0〉〈0|+ |1〉〈1| . (H.1.5)
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H. Die Pauli-Matrizen

H.2. Eigenschaften der Pauli-Matrizen

Die Pauli-Matrizen erfüllen die algebraische Relation

σlσm = δlm1 + i εlmnσn für l , m, n = x, y , z (H.2.1)

mit dem Kronecker-Symbol δlm und dem Levi-Civita-Symbol εlmn, wobei über doppelt
auftretende Indizes summiert wird. Hieraus lassen sich einige grundlegende und nützli-
che Aussagen ableiten. So entspricht das Quadrat einer Pauli-Matrix der Identität

σ2
l = 1 für l = x, y , z (H.2.2)

und für den Kommutator bzw. Anti-Kommutator gilt

[σl , σm] = σlσm − σmσl = 2i εlmnσn , (H.2.3)

{σl , σm} = σlσm + σmσl = 2δlm1 für l , m, n = x, y , z . (H.2.4)

H.3. Nützliche Relationen

Aus den obigen Eigenschaften folgen einige Spezialfälle, die in Berechnungen, welche
dieser Arbeit zugrunde liegen, Verwendung fanden. Diese sind die Anti-Vertauschung
von σx beziehungsweise σy mit σz

σxσz = −σzσx , (H.3.1)

σyσz = −σzσy . (H.3.2)

Für das Matrixexponential gilt außerdem der Ausdruck

e iαnnn·σσσ = 1 cos(α) + i(nxσx + nyσy + nzσz) sin(α) . (H.3.3)

Insbesondere gilt auch

e iασz = 1 cos(α) + iσz sin(α) . (H.3.4)

Darauf aufbauend können weitere nützliche Ausdrücke hergeleitet werden. So folgt
beispielsweise

e iασzσxe
iβσz = (1 cosα+ iσz sinα)σx (1 cosβ + iσz sinβ) (H.3.5)

= (1 cosα+ iσz sinα) (1 cosβ − σz sinβ)σx (H.3.6)

= e i(α−β)σzσx , (H.3.7)
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H.3. Nützliche Relationen

wobei die Darstellung (H.3.4) des Matrixexponentials und die Anti-Vertauschung von
σx und σz (H.3.1) verwendet worden ist. Da die gleiche Anti-Vertauschung auch analog
für σy und σz gilt (vgl. Gleichung (H.3.2)), ergibt sich allgemein

e iασz (σx cosϕ− σy sinϕ)e iβσz = e i(α−β)σz (σx cosϕ− σy sinϕ) . (H.3.8)

In einem höherdimensionalen Vektorraum, der zum Beispiel Mehr-Qubit-Systeme
beschreiben soll, werden Kronecker-Produkte von Pauli-Matrizen verwendet. In dem
Hamilton-Operator, der die J-Kopplung zwischen zwei Qubits beschreiben soll (siehe
Gl. (2.5.18)) steht zum Beispiel der Ausdruck σ(1)

z σ
(2)
z , was verkürzt das Kronecker-

Produkt σ(1)
z ⊗ σ(2)

z bezeichnet. In solchen Vektorräumen (eines Zwei-Qubit-Systems)
bezeichnet dann σ(1)

z auch beispielsweise das Produkt σ(1)
z ⊗1(2), wobei 1(2) der Identität

in dem Unterraum von Qubit 2 entspricht.
Nützliche Relationen sind nun die Kommutation von Pauli-Matrizen, die sich auf

unterschiedliche Untervektorräume j, k beziehen,

[σ
(j)
l , σ

(k)
m ] = 0 für l , m = x, y , z und j 6= k . (H.3.9)

Für das Matrixexponenzial gilt die zu (H.3.4) analoge Darstellung

e iασ
(j)
z σ

(k)
z = 1

(j,k) cosα+ iσ(j)
z σ

(k)
z sinα , (H.3.10)

wobei 1(j,k) die Identität 1(j)⊗1(k) bezeichnet. Hierauf aufbauend lässt sich die nützliche
Relation

e iασ
(j)
z σ

(k)
z σ(j)

x e
iβσ

(j)
z σ

(k)
z = (1(j,k) cosα+ iσ(j)

z σ
(k)
z sinα)

σ(j)
x (1(j,k) cosβ + iσ(j)

z σ
(k)
z sinβ) (H.3.11)

= (1(j,k) cosα+ iσ(j)
z σ

(k)
z sinα)

(1(j,k) cosβ − iσ(j)
z σ

(k)
z sinβ)σ(j)

x (H.3.12)

= e i(α−β)σ
(j)
z σ

(k)
z σ(j)

x (H.3.13)

herleiten, wobei ebenfalls die Darstellung des Matrixexponentials (H.3.10) und die An-
ti-Vertauschung von Pauli-Matrizen des gleichen Unterraums (vgl. Gl. (H.3.1)) verwen-
det wurde. Die zweifache Anwendung der obigen Relation (H.3.13) ergibt den ebenfalls
nützlichen Ausdruck

e iασ
(j)
z σ

(k)
z σ(j)

x σ
(k)
x e iβσ

(j)
z σ

(k)
z = e iασ

(j)
z σ

(k)
z σ(k)

x e−iβσ
(j)
z σ

(k)
z σ(j)

x (H.3.14)

= e iασ
(j)
z σ

(k)
z e iβσ

(j)
z σ

(k)
z σ(j)

x σ
(k)
x (H.3.15)

= e i(α+β)σ
(j)
z σ

(k)
z σ(j)

x σ
(k)
x . (H.3.16)

Da die Anti-Vertauschungsrelationen analog für σx und σy gelten, lassen sich in (H.3.13)
und (H.3.16) von σ(j)

x entsprechend auf σ(j)
x cosϕ(j) − σ(j)

y sinϕ(j) verallgemeinern.
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I
Berechnungen zur dynamischen

Entkopplung

In diesem Kapitel werden einige Rechnungen näher ausgeführt, die bei der Diskussion
der dynamischen Entkopplung in Kapitel 7 herangezogen werden.

I.1. Anwendung eines Spin-Echo-Pulses

Der grundlegende Baustein einer jeden Sequenz von dynamischen Entkopplungspulsen
ist ein resonanter π-Puls, welcher (bis auf eine Phase) der Anwendung eines NOT-
Gatters auf dem adressierten Qubit entspricht. Vor und nach diesem Puls entwickelt
sich das Qubit entsprechend den Magnetfeldfluktuationen, die im Zeitmittel zu einer
Dephasierung führen (siehe Abschnitt 7.1.1). An dieser Stelle wird gezeigt, dass für
das vorhandene Rauschen jeder resonante π-Puls als dynamischer Entkopplungspuls
verwendet werden kann, egal welche Phase er hat. Bedeutung hat dieser Umstand bei
der Kontruktion pulsfehlertoleranter Sequenzen, die auf π-Pulsen mit unterschiedlichen
Phasen beruhen (vgl. Abschnitt 7.1.4).

Der Hamilton-Operator, der die Magnetfeldfluktuationen beschreibt, welche auf ein
Einzelqubit wirken, lautet (siehe (7.1.2)):

HDeph =
~
2
ξ(t)σz . (I.1.1)
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I.2. Dynamische Entkopplung eines Mehr-Qubit-Systems

Die Zeitentwicklung ist dann (vgl.(7.1.3))

U(t, t0) = e
− i

2

t∫
t0

ξ(t ′)σz dt ′

(I.1.2)

und entspricht einer Drehung um die z-Achse, wobei der Drehwinkel

φ(t, t0) =

t∫
t0

ξ(t ′) dt ′ (I.1.3)

ist. Für einen resonanten π-Puls mit der beliebigen Phase ϕ lautet die Zeitentwicklung
(vgl. Gl. (2.6.4))

Uπ(ϕ) = i(cosϕσx − sinϕσy). (I.1.4)

Für die Anwendung eines solchen beliebigen Pulses (mit einer Drehachse in der xy -Ebenen)
zwischen zwei Wartedauern lautet dann die resultierende Zeitentwicklung

USE = U(t2, t1)Uπ(ϕ)U(t1, t0), (I.1.5)

= e−
i
2
φ(t2,t1)σz i(cosϕσx − sinϕσy) e−

i
2
φ(t1,t0)σz . (I.1.6)

Mit Hilfe der Gleichung (H.3.8) folgt nun umittelbar

USE = U(t2, t1)Uπ(ϕ)U(t1, t0), (I.1.7)

= e−
i
2

(φ(t2,t1)−φ(t1,t0))σz Uπ(ϕ). (I.1.8)

Sind nun die Zeitintervalle gleich lang und ändert sich ξ(t) auf dieser Zeitskala kaum,
so wird der Einfluss des Rauschens für jeden beliebigen π-Puls (in der xy -Ebenen)
kompensiert.

I.2. Dynamische Entkopplung eines
Mehr-Qubit-Systems

Hier soll nun der Einfluss von resonanten π-Pulsen auf die Zeitentwicklung eines Mehr-Qubit-
Systems betrachtet werden. Der einfachste zu diskutierende Fall ist der des gekoppelten
dephasierenden Zwei-Qubit-Systems, das durch den Hamilton-Operator

H = −
~
2
J12σ

(1)
z σ(2)

z +
~
2
ξ1(t)σ(1)

z +
~
2
ξ2(t)σ(2)

z (I.2.1)
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I. Berechnungen zur dynamischen Entkopplung

beschrieben wird. Da alle Operatoren kommutieren (vgl. Anhang H), lässt sich die
Zeitentwicklung

U = e
− i
~
∫ t1
t0
H(t) dt (I.2.2)

dieses Systems in der Form

U(t1, t0) = Θ12(t1, t0) Ξ1(t1, t0) Ξ2(t1, t0) (I.2.3)

mit den Operatoren

Θ12(t1, t0) = e
i
2
J12σ

(1)
z σ

(2)
z (t1−t0) (I.2.4)

Ξ1(t1, t0) = e−
i
2

∫ t1
t0
ξ1(t)σ

(1)
z dt (I.2.5)

Ξ2(t1, t0) = e−
i
2

∫ t1
t0
ξ2(t)σ

(2)
z dt (I.2.6)

darstellen.
Bei der Untersuchung des Effekts von unterschiedlichen π-Pulsen wird im Weiteren

davon ausgegangen, dass sie alle die Phase ϕ = 0 haben. Somit wird ein Puls, der an
das Qubit j adressiert wird, beschrieben durch Xj = iσ

(j)
x . Wie in Kapitel H diskutiert

wurde, lassen sich aber alle Ergebnisse analog auf die Anwendung eines beliebigen
π-Pulses der Form σ

(j)
x cosϕ(j) − σ(j)

y sinϕ(j) übertragen.
Die simultane Anwendung von je einem Puls an zwei Qubits ergibt nun die Zeitent-

wicklung

U(t2, t1)X1X2 U(t1, t0) = [Θ12(t2, t1) Ξ1(t2, t1) Ξ2(t2, t1)]

X1X2 [Ξ1(t1, t0) Ξ2(t1, t0) Θ12(t1, t0)] . (I.2.7)

Weil Ξ2(t2, t1) mit X1 und Ξ1(t1, t0) mit X2 kommutiert (siehe Kapitel H), lässt sich
die rechte Seite von (I.2.7) schreiben als

Θ12(t2, t1)

Ξ1(t2, t1)X1Ξ1(t1, t0)︸ ︷︷ ︸
≈X1

Ξ2(t2, t1)X2Ξ2(t1, t0)︸ ︷︷ ︸
≈X2

Θ12(t1, t0). (I.2.8)

Die Ausdrücke in den runden Klammern entsprechen der Zeitentwicklung eines Ein-
zelqubit unter Anwendung eines einzelnen dynamischen Entkopplungspulses. Für einen
Spin-Echo-Puls unterdrückt dieser idealerweise das Rauschen und die Zeitentwicklung
entspricht lediglich der Anwendung des Pulses (siehe Gleichungen (H.3.8) und (I.1.8)).

Eine nicht-perfekte Kompensation führt zu Operatoren der Form e iασ
(i)
z : i = 1,2,

die mit Θ12 kommutieren. Die Gleichung (I.2.7) lässt sich somit in guter Näherung
schreiben als

U(t2, t1)X1X2 U(t1, t0) ≈ Θ12(t2, t1)X1X2Θ12(t1, t0) (I.2.9)

≈ Θ12(t2, t1)Θ12(t1, t0)X1X2 , (I.2.10)
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I.2. Dynamische Entkopplung eines Mehr-Qubit-Systems

wobei eventuelle Operatoren, die eine unzureichende Kompensation des Magnetfeldrau-
schens beschreiben, vernachlässigt und die Gleichung (H.3.16) verwendet wurden.

Physikalisch bedeutet diese Gleichung erstens, dass die Leistungsfähigkeit dynami-
scher Entkopplungspulse, der Dephasierung entgegenzuwirken, nicht von der vorhan-
den J-Kopplung beeinflusst wird. Die Diskussion kann aus diesem Grund dahingehend
vereinfacht werden, dass sie sich auf eine Dephasierung und die dynamische Entkopp-
lung von Einzelqubits reduziert. Alle Resultate von Einzelqubits (im Falle einer reinen
Dephasierung aufgrund von (I.2.1)) lassen sich dann auf Mehr-Quit-Systeme übertra-
gen. Zweitens bedeutet diese Gleichung, dass die simultanenen Entkopplungspulse die
Dynamik basierend auf der J-Kopplung ungestört lassen.

Für eine Sequenz von N Pulsen (wobei N gerade sei) mit einer CPMG-Taktung
lautet die resultierende Zeitentwicklung (siehe Abschnitt 7.1.4)

(Θ12X1X2Θ12)N = (Θ12X1X2Θ12)N/2(Θ12X1X2Θ12)N/2 (I.2.11)

= (Θ12Θ12X1X2)N/2(X1X2Θ12Θ12)N/2 (I.2.12)

= Θ2N
12 , (I.2.13)

wobei Θ12 entsprechend der Gleichung (I.2.4) der bedingten Dynamik während einer
festen Wartedauer entspricht. Bei der Berechnung wurde die Vertauschung dieser Zeit-
entwicklung mit den simultanenen Pulsen (vgl. Gleichung (H.3.16)) und die Eigenschaf-
ten der Pauli-Matrizen (siehe Kapitel H) verwendet. Die effektive Zeitentwicklung einer
CPMG-Sequenz von N simultanen Pulsen entspricht also der freien Entwicklung des
gekoppelten Systems. Dieser Sachverhalt bildet die Grundlage der dynamischen Ent-
kopplungssequenzen, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht und verwendet wurden.

Nun soll die Wirkung eines einzelnen π-Pulses (zum Beispiel X1) auf die Dynamik
betrachtet werden. Die Zeitentwicklung ist nun

U(t2, t1)X1 U(t1, t0) = [Θ12(t2, t1) Ξ1(t2, t1) Ξ2(t2, t1)]

X1 [Ξ1(t1, t0) Ξ2(t1, t0) Θ12(t1, t0)] . (I.2.14)

Analog zu dem vorherigen Fall kann die rechte Seite vereinfacht werden zu

Θ12(t2, t1)

Ξ1(t2, t1)X1 Ξ1(t1, t0)︸ ︷︷ ︸
≈X1

 Ξ2(t2, t1) Ξ2(t1, t0) Θ12(t1, t0) . (I.2.15)

Für die Zeitentwicklung folgt nun

U(t2, t1)X1 U(t1, t0) ≈ Θ12(t2, t1)X1 Θ12(t1, t0) Ξ2(t2, t1) Ξ2(t1, t0)(I.2.16)

≈ X1 Ξ2(t2, t1) Ξ2(t1, t0) . (I.2.17)
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I. Berechnungen zur dynamischen Entkopplung

Wegen der Gleichung (H.3.13) führt dies zu einer vollständigen Kompensation der Bei-
träge aufgrund der J-Kopplung für den Fall, dass die Zeitintervalle t2 − t1 und t1 − t0

gleich lang sind. Das erste Qubit verhält sich also so, als würde die Kopplung nicht
wirken und erfährt nur den π-Puls. Das zweite Qubit dephasiert lediglich und zeigt
keine Dynamik basierend auf der gemeinsamen Kopplung.

Werden an beide Qubits Sequenzen von dynamischen Entkopplungspulsen adressiert,
so kann die Dephasierung auf beiden Qubits unterdrückt werden und das System ent-
wickelt sich ungestört entsprechend der wechselseitigen J-Kopplung (siehe Gleichung
(I.2.13)). Zustätzliche π-Pulse, die an einzelne Qubits adressiert werden, können mittels
einer ausgewählten Ankopplung die Auswirkung ausgewählter Kopplungen unterdrücken
und effektiv so nur bestimmte Kopplungen wirken lassen. Geht man davon aus, dass
beide Qubits mittels einer Pulssequenz vor einer Dephasierung geschützt sind, wird ihre
Zeitentwicklung von der Gleichung (I.2.13) beschrieben. Wird genau in der Mitte der
Pulssequenz eines der Qubits mit einem zusätzlichen π-Puls manipuliert (zum Beispiel
das erste), so folgt aufgrund von Gleichung (H.3.13) die Zeitentwicklung

ΘN
12X1ΘN

12 = X1 . (I.2.18)

Somit können dann beide Qubits vor einer Dephasierung geschützt und ihre Kopplung
effektiv unterdrückt werden.

Die Erweiterung aller bisherigen Überlegungen an einem gekoppelten dephasierenden
Zwei-Qubit-System lassen sich analog auf Mehr-Qubit-Systeme erweitern. Der Hamil-
ton-Operator lautet dann

H = −
~
2

N∑
j<k

Jjkσ
(j)
z σ

(k)
z +

~
2

N∑
j=1

ξj(t)σ
(j)
z (I.2.19)

und es folgt die Zeitentwicklung in der Form

U(t1, t0) =

N∏
j<k

Θjk

N∏
j

Ξj(t1, t0) , (I.2.20)

wobei die Operatoren Θjk und Ξj sich analog zu den Gleichungen (I.2.4) bzw. (I.2.5)
ergeben. Anhand der Überlegungen dieses Kapitels kann dann die resultierende Zeitent-
wicklung unter der Anwendung von π-Pulsen berechnet werden. Ein Spezialfall ist dabei
die simultane Anwendung von dynamischen Entkopplungspulsen auf alle Qubits. Das
System ist dann vor einer Dephasierung geschützt und entwickelt sich bis auf die loka-
len Rotationen der Puls frei unter der wechselseitigen J-Kopplungen. Werden während
der Sequenz von simultanen Entkopplungspulsen zusätzliche Pulse zur ausgewählten
Ankopplung ausgeführt, lassen sich ausgewählte Kopplungen effektiv unterdrücken.
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J
Simulationen zur dynamischen

Entkopplung

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse von Simulationsrechnungen, die zur Anwen-
dung dynamischer Entkopplungspulse durchgeführt worden sind, zusammengefasst. Im
Rahmen dieser Dissertation waren diese Simulationen geeignet, um unterschiedliche
Strategien und Pulssequenzen für die dynamische Entkopplung zu vergleichen. Hierbei
wurde die Dephasierung vernachlässigt und lediglich der Einfluss von Pulsfehlern auf
das zu schützende System untersucht. In den Simulationen wird dann jeder Puls durch
seine Drehmatrix (siehe Abschnitt 2.6) beschrieben. Die bedingte Dynamik aufgrund
der Kopplung zwischen mehreren Qubits kann ebenfalls als Matrix dargestellt werden
und eine Pulssequenz entspricht somit dem Produkt mehrerer Matrizen. Mit der Ver-
wendung von MATLAB zur Berechnung dieser Matrixprodukte kann der Vergleich der
Fehlertoleranz unterschiedlicher Sequenzen wesentlich schneller als durch umfangreiche
experimentelle Studien erfolgen. Die Ergebnisse der Berechnungen sind dabei qualita-
tiv immer im Einklang mit den Messdaten und anderen Simulationen in der Literatur
(vgl. zum Beispiel [141; 140]). Zuerst werden nun die Ergebnisse der Simulationen und
danach der exemplarische Quellcode in MATLAB dargelegt.

J.1. Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Simulationsrechungen zur Pulsfehlertoleranz unter-
schiedlicher Sequenzen von dynamischen Entkopplungspulsen vorgestellt. Die unter-
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suchten Pulsfehler sind hierbei eine Verstimmung der Pulse oder aber Pulsflächenfehler
(vgl. Abschnitt 2.6.2). Die relative Verstimmung ∆/Ω beschreibt hierbei die Verstim-
mung ∆ in Relation zur Rabi-Frequenz Ω. Ein Pulsflächenfehler wird durch die relative
Pulsfläche beschrieben. Hierbei entspricht die Pulsfläche eines Rechteckpulses Ωτ dem
Produkt aus der Rabi-Frequenz und der Pulsdauer τ und beschreibt den Drehwinkel,
um den der Zustandsvektor im Bild der Bloch-Kugel gedreht wird. Die relative Puls-
fläche setzt dabei die Pulsfläche in das Verhältnis zur Pulsfläche eines idealen Pulses.
Eine relative Pulsfläche von mehr als eins entspricht dann einem Puls, der entweder zu
lange wirkt oder aber eine zu große Leistung aufweist. Bei relativen Pulsflächen von
weniger als eins sind diese Größen dann kleiner als im Idealfall.

Die Untersuchung des Einflusses von Pulsfehlern geht in diesem Kapitel über den
Bereich der typischen Pulsfehler in dem experimentellen Aufbau hinaus. Typische Puls-
fehler sind hierbei eine Verstimmung von 10 kHz bei einer Rabi-Frequenz von 50 kHz
(und somit einer relativen Verstimmung von 0,2) und ein Pulsflächenfehler von weniger
als 0,05 (vgl. Abschnitt 2.6.2).

J.1.1. Pulse gleicher Phase

Als erstes werden zwei Sequenzen mit jeweils konstanten Phasen auf einen Superposi-
tionszustand angewandt. Die Pulse entsprechen dann Drehungen um eine Achse, die
entweder senkrecht oder parallel zum Zustandsvektor im Bild der Bloch-Kugel liegt. Die
jeweils resultierende Zustandsfidelity ist in der Abbildung J.1 zu finden. Konkret entspre-
chen die Sequenzen einer CPMGxx (a) bzw. CPMGyy -Sequenz (b) mit je 24 Pulsen, die
auf den Zustand |ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ i |1〉) angewandt werden. Wie man erkennen kann,

weisen beide Sequenzen ein unterschiedliches Verhalten auf. Stehen die Drehachse und
der Zustandsvektor wie bei der CPMGxx -Sequenz senkrecht aufeinander, können sich
Pulsfehler sehr schnell aufaddieren und zu einer reduzierten Fidelity führen. Eine hohe
Fidelity trotz vorhandener Pulsfehler beruht auf einer Drehung des Zustandsvektors von
unterschiedlichen Vielfachen von 2π, was zu einem scheinbar periodischen Verhalten
führt. Ein anderes Verhalten zeigt sich für den Fall, dass die Drechachse parallel (oder
auch anti-parallel) zum Zustandsvektor liegt. Hier zeigt sich für die CPMGyy -Sequenz
ein deutliches Plateau und die Fidelity des Zustands ist nahezu unabhängig von Puls-
fehlern.

In einem Quantenalgorithmus ist der Zustands eines Qubits jedoch im Allgemeinen
unbekannt und somit würden diese beiden Sequenzen mal mehr und mal weniger ro-
bust gegenüber Pulsfehlern sein. Die beiden obigen Beispiele stellen somit die beiden
Extremsituationen der möglichen Fehlertoleranz dar.

258



J.1. Ergebnisse

relative Verstimmung

re
la

tiv
e 

P
ul

sf
lä

ch
e

 a

CPMG
xx

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0.8

0.9

1

1.1

1.2

relative Verstimmung

 b

CPMG
yy

 

 

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0.8

0.9

1

1.1

1.2

F
id

el
ity

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Abbildung J.1.: Die Fehlertoleranz der Fidelity einer CPMGxx - und
CPMGyy -Sequenz mit 24 Pulsen angewandt auf den Anfangszustand
|ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ i |1〉). (a) Für die CPMGxx -Sequenz ist die Fidelity sehr

stark abhängig von Pulsfehlern. Die Regionen hohe Fidelity, die trotz Pulsfehlern
beobachtet werden können, resultieren dabei aus Rotationen des Qubits um
unterschiedliche Vielfache von 2π. (b) Für die CPMGyy -Sequenz hingegen wird
die Fidelity von Pulsfehlern kaum beeinträchtigt.

J.1.2. Pulse mit alternierenden Phasen

Für die Stabilisierung von quantenlogischen Operationen ist es vorteilhaft, Sequenzen
zu wählen, die für jeden Eingangszustand (nahezu) gleich pulsfehlertolerant sind. Dieses
kann erreicht werden, wenn der Zustand während der Sequenz gleich häufig um die
x-Achse bzw. die y -Achse gedreht wird. Eine solche Sequenz ist die CPMGxy -Sequenz.
Für 24 Pulse zeigt sich in der Abbildung J.2 (a) für die typischen Obergrenzen der

Pulsfehler (relativer Pulslängenfehler von 0,1 und einer relativen Verstimmung von 0,2)
ein Plateau von 0,95 Fidelity. Anhand dieser Sequenz wird deutlich, dass es Sequenzen
gibt, in denen sich die Pulsfehler nicht aufaddieren, sondern gegenseitig kompensieren
können. So ist beispielsweise die Fidelity nach der Sequenz gegebenenfalls besser als
die nach einem einzelnen Puls. Es zeigt sich in der Teilabbildung J.2 (b), dass dieses
Plateau für eine steigende Pulsanzahl die Sequenz wieder fehleranfälliger wird. Für 84
Pulse reduziert sich das Plateau der hohen Fidelity auf Pulsflächenfehler von 0,05 und
eine relative Verstimmung von 0,1.

Neben der Anwendung solcher Pulse auf einen Superpositionszustand, kann auch die
Anwendung auf einen Energieeigenzustand simuliert werden. In der Abbildung J.3 finden
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Abbildung J.2.: Die Fehlertoleranz der Fidelity einer CPMGxy -Sequenz mit 24 (a)
bzw. 84 (b) Pulsen angewand auf den Anfangszustand |ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ i |1〉). Es

gibt ein deutliches Plateau, in dem trotz Pulsfehlern eine Fidelity von 0,95 erreicht
wird. Jedoch wird diese Region mit steigender Pulszahl kleiner und die Sequenz
somit fehleranfälliger. Für einen anderen Superpositionszustand wie beispielsweise
|ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ |1〉) zeigt sich das gleiche Verhalten und die Fehlertoleranz ist

unabhängig von der Phase des Superpositionszustands.

sich die resultierenden Darstellung der Fidelity. Für den Zustand |1〉 (für |0〉 zeigen
sich die gleichen Ergebnisse) ist die resultierende Fidelity weniger stark abhängig von
Pulsfehlern als für einen Superpositionszustand. Auch hier steigt die Fehleranfälligkeit
mit der Pulsanzahl an.

J.1.3. Robuste Pulse und selbskorrigierende Sequenzen

Eine denkbare Strategie, um eine Pulssequenz gegenüber Pulsfehlern robuster zu ma-
chen, wäre die Verwendung von robusten Einzelpulsen. Solche können beispielsweise
zusammengesetzte Pulse [127] oder Pulse aus optimaler Kontrolltheorie [128] sein. Um
abzuschätzen welche der beiden Strategien - die Konstruktion von selbstkompensieren-
den Sequenzen oder Sequenzen aus robusten Pulsen - vorteilhafter ist, wurden beispiel-
hafte Sequenzen miteinander verglichen. Die eine Sequenz ist die CPMGxy -Sequenz
mit einfachen Rechteckpulsen und die CPMGxx -Sequenz mit robusten zusammenge-
setzten Pulsen. Für diese Pulse wurden sogenannte BB1-Pulse gewählt, die sowohl
gegenüber Verstimmungen als auch Pulsflächenfehlern robust sind. Das Ergebnis für
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Abbildung J.3.: Die Fehlertoleranz der Fidelity einer CPMGxy -Sequenz mit 24
(a) bzw. 84 (b) Pulsen angewand auf den Anfangszustand |1〉. Die Sequenz ist
sehr tolerant gegenüber Pulsfehlern, jedoch steigt die Fehleranfälligkeit mit der
Pulsanzahl.

die CPMGxx -Sequenz mit 24 robusten Einzelpulsen ist in der Abbildung J.4 dargestellt
und für einfache Rechteckpulse ergibt sich das Ergebnis aus der Abbildung J.1 a.
Der Anfangszustand ist für beide Fälle der Zustand |ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ i |1〉). Aus

dem Vergleich der beiden Plots erkennt man, wie die robusten zusammengesetzten
Pulse die Sequenz toleranter gegenüber Pulsfehlern machen. Vergleicht man jedoch
die resultierende Fidelity in der Abbildung J.4 mit dem für eine Sequenz mit alternie-
renden Phasen aus der Abbildung J.2 (a), so lässt sich eine qualitativ vergleichbare
Fehlertoleranz feststellen.

Somit gibt es selbstkorrigierende Pulssequenzen, die eine ähnliche Fehleranfälligkeit
aufweisen können wie fehleranfällige Sequenzen aus robusten Einzelpulsen. Aus diesem
Grund wurde - auch zur Vereinfachung - die Strategie von selbtkorrigierenden Sequen-
zen weiterverfolgt.

J.1.4. Komplexere Pulssequenzen

Soll der Zustand eines Qubits über einen immer längeren Zeitraum vor Dephasierung
geschützt werden, so ist in der Regel auch eine größere Anzahl von dynamischen Ent-
kopplungspulsen notwendig. Für die CPMGxy -Sequenz wurde jedoch in Abbildung J.2
gezeigt, dass die Fehlertoleranz auch mit der Pulsanzahl anwächst. Aus diesem Grund
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J. Simulationen zur dynamischen Entkopplung

Abbildung J.4: Die Fehler-
toleranz der Fidelity einer
CPMGxx -Sequenz mit 24
robusten Einzelpulsen. Jeder
Einzelpuls entspricht einem
BB1-Puls, der robust ge-
genüber Pulsflächenfehlern
und einer Verstimmung ist.
Angewandt werden die Pul-
se auf den Anfangszustand
|ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ i |1〉). relative Verstimmung
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Abbildung J.5.: Vergleich der C-CPMG3- und der KDD-Sequenz. Die
C-CPMG3-Sequenz besteht aus 84 Pulsen. Die resultierende Fidelity nach Anwen-
dung auf den Superositionszustand |ψ〉 = 1/

√
2(|0〉+ i |1〉) (a) zeigt ein deutliches

Plateau. Die vierfache Wiederholungen der KDD-Sequenz besteht aus 80 Pulsen
und die resultierende Fidelity (b) ist ebenfalls nahezu unabhängig von Pulsfehlern.

wurden weitere komplexere Pulssequenzen untersucht, die eine höhere Pulsfehlertole-
ranz aufweisen. Zwei dieser Sequenzen sind die CPMG-Sequenzen, bei denen die Pha-
senlagen der Pulse komplizierter konstruiert werden als bei der einfachen Abwechslung
von zwei Phasen. In der Abbildung J.5 sind die Resultate der C-CPMG3-Sequenz mit 84
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Pulsen und einer vierfachen Wiederholung der KDD-Sequenz mit 80 Pulsen1 dargestellt
(siehe Abschnitt 7.1.4). Beide Sequenzen sind sehr tolerant gegenüber Pulsfehlern, was
umso deutlicher wird, wenn man die Fidelityplots mit denen für die CPMGxy -Sequenz
mit 24 oder 84 Pulsen aus der Abbildung J.2 vergleicht. Somit zeigen die C-CPMG-
und die KDD-Sequenz eine überragende Pulsfehlertoleranz.

Die KDD-Sequenz erlaubt die Konstruktion von Sequenzen mit Pulsanzahlen von
beliebigen Vielfachen von 20 (siege Abschnitt 7.1.4) und ist aus diesem Grund etwas
flexibler als die C-CPMG-Sequenzen.

J.1.5. Bedingte Zwei-Qubit-Dynamik
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Abbildung J.6.: Darstellung der Zwei-Qubit-Zustandsfidelity für die Anwendung
einer CPMGyy - (a) bzw. CPMGxy -Sequenz (b) mit jeweils 24 dynamischen Ent-
kopplungspulsen zur Stabilisierung eines CNOT-Gatters. Der Anfangszustand ist
der Zwei-Qubit-Zustand |10〉 und der ideale Endzustand ist |11〉, wobei das erste
Qubit das Kontroll-Qubit und das zweite Qubit das Ziel-Qubit ist.

Neben dem Speichern eines Quantenzustands wurden im Rahmen dieser Arbeit zeit-
gleich mit Arbeiten in anderen Forschergruppen [147; 148] zum ersten Mal dynamische
Entkopplungspulse auch dazu verwendet, die bedingte Dynamik eines Zwei-Qubit-Sys-
tems zu stabilisieren. Auf jedem der beiden Qubits wird simultan die gleiche Sequenz an-
gewandt. Simulationsberechnungen der Zwei-Qubit-Zustandsfidelity für die untersuch-

1Die C-CPMG3-Sequenz besteht entsprechend ihrer Definition aus 84 Pulsen und die KDD-Sequenz
kann nur zu Vielfachen von 20 Pulsen kombiniert werden.
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J. Simulationen zur dynamischen Entkopplung

ten CPMGyy - und CPMGxy -Sequenzen mit jeweils 24 Pulsen sind in der Abbildung J.6
dargestellt. Die CPMGyy -Sequenz, die für einen bestimmten Ein-Qubit-Zustand sehr
robust war, zeigt nun eine hohe Fehleranfälligkeit. Die CPMGxy -Sequenz hingegen zeigt
für die typischen Pulsfehler eine Region von hoher Fidelity.
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Abbildung J.7.: Die Fehlertoleranz der Fidelity einer C-CPMG3- (a) bzw. KDD-
Sequenz mit 80 Pulsen (b). Beide Sequenzen zeigen eine ähnliche Fehlertoleranz.

Werden die komplexeren Sequenzen C-CPMG3 oder KDD verwendet, so zeigen diese
eine ähnliche Fehlertoleranz. In der Abbildung J.7 sind die resultierenden Fidelity-Plots
dargestellt. Die Fehlertoleranz wird hier durch die beiden π/2-Pulse des CNOT-Gatters
begrenzt. Robuste π/2-Pulse könnten die Fehlertoleranz des stabilisierten Gatters noch
weiter erhöhen.

J.2. Quellcodes

In diesem Abschnitt werden exemplarisch die MATLAB-Quellcodes der im vorherigen
Abschnitt präsentierten Simulationsrechungen dargestellt.

J.2.1. Quellcode für Ein-Qubit-Zustand

Code J.1: Beispielcode für die Berechnung der Fidelity der CPMGxy -Sequenz.

1 %====================================================
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2 %evaluate the state fidelity for a CPMGxy sequence
3 %====================================================
4 function Fidelity=CPMGxySequence(Delta ,f,n,initial_state)

;
5 %Delta is the absolute pulse detuning in kHz
6 %f is the relative pulse area
7 %n is the number of dynamical decoupling pulses
8 %initial_state is the initial state in the computational

basis ...
9 %... denoted by a normalized 1x2 array

10

11 %the sequence is a repetition of pi -pulses along the x-
and y-axis

12 Sxy=R(pi ,pi/2,Delta ,f)*R(pi ,0,Delta ,f);
13 S=Sxy^(n/2);
14

15 %evaluate the final state
16 final_state=S*initial_state;
17

18 %the initial state should be preserved
19 desired_state=initial_state;
20

21 %evaluate the state fidelity
22 Fidelity=sum(( desired_state .*conj(final_state)))*sum((

final_state .*conj(desired_state)));
23

24

25 %====================================================
26 %the effect of a single -qubit pulse with errors
27 %====================================================
28 function P=R(theta ,phi ,Delta ,f);
29 %theta is the rotation angle
30 %phi is the microwave phase
31 %Delta is the absolute detuning in kHz
32 %f is the relative pulse area
33

34 %definition of Pauli spin operators
35 sigma_x =[0 1; 1 0];
36 sigma_y =[0 -i; i 0];
37 sigma_z =[1 0 ; 0 -1];
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38 ident =[1 0; 0 1];
39

40 %assume a Rabi frequency of 60 kHz
41 Omega =60e3;
42 %evaluate the resulting rotation angle through ...
43 %the generalized Rabi frequency
44 theta=f*theta*sqrt(Omega ^2+ Delta ^2)/Omega;
45

46 %evaluate the axis of rotation defined by the detuning
47 if Delta ==0
48 nperp =1;
49 nz=0;
50 else
51 nperp=Omega/sqrt(Omega ^2+ Delta ^2);
52 nz=Delta/sqrt(Omega ^2+ Delta ^2);
53 end;
54

55 %evaluate the matrix that describes the faulty pulse
56 P=cos(theta /2)*ident -i*sin(theta /2)*( nperp*(cos(phi)*

sigma_x -sin(phi)*sigma_y)+nz*sigma_z);

266



J.2. Quellcodes

J.2.2. Quellcode für bedingte Zwei-Qubit-Dynamik

Code J.2: Beispielcode für die Fidelityberechnung eines mit der CPMGxy -Sequenz
stabilisierten CNOT-Gatters.

57 %====================================================
58 %evaluate the state fidelity for a CPMGxy sequence
59 %while protecting a CNOT gate against dephasing
60 %====================================================
61 function Fidelity=CNOT2qubitsCPMGxy(Delta ,f,initial_state

);
62 %Delta is the absolute pulse detuning in kHz
63 %f is the relative pulse area
64 %n is the number of dynamical decoupling pulses
65 %initial_state is the initial state in the computational

basis ...
66 %... denoted by a normalized 1x4 array
67

68 %define the experimental parameters
69 %----------------------------------
70 %the J coupling strength in Hz
71 J=2*pi*[0 50; 50 0];
72 %the conditional evolution time in s
73 T1=5e-3;
74

75 %some definitions
76 %----------------
77 %ideal representation of CNOT gate
78 CNOTideal =[1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 0 1; 0 0 1 0];
79 %identity matrix
80 ident =[1 0; 0 1];
81 %identitiy of the two -qubit system
82 IDENT=tensor(ident ,ident);
83

84 %phases of the dynamical decoupling pulses
85 %-----------------------------------------
86 DDsequence =[1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0]*pi/2;
87

88 %construct the protected conditional evolution
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89 %---------------------------------------------
90 tau1=T1/2/ length(DDsequence);
91 E1=IDENT;
92 for l=1: length(DDsequence)
93 E1=PHI(tau1 ,J)*tensor(R(pi,DDsequence(l),Delta ,f),R(pi,

DDsequence(l),Delta ,f))*PHI(tau1 ,J)*E1;
94 end;
95

96 %construct the CNOT gate
97 %-----------------------
98 R1=tensor(ident ,R(pi/2,0,Delta ,f));
99 R2=tensor(ident ,R(pi/2,3*pi/2,Delta ,f));

100 CNOTgate=R2*E1*R1;
101

102 %evaluate the final state
103 final_state=CNOTgate*initial_state;
104

105 %normalize the final state
106 N=sum(( final_state .*conj(final_state)))*sum(( final_state

.*conj(final_state)));
107 final_state =1/N*final_state;
108

109 %evaluate the final state
110 desired_state=CNOTideal*initial_state;
111

112 %evaluate the two -qubit state fidelity
113 Fidelity=sum(( desired_state .*conj(final_state)))*sum((

final_state .*conj(desired_state)));
114

115

116 %====================================================
117 %the effect of a single -qubit pulse with errors
118 %====================================================
119 function P=R(theta ,phi ,Delta ,f);
120 %theta is the rotation angle
121 %phi is the microwave phase
122 %Delta is the absolute detuning in kHz
123 %f is the relative pulse area
124

125 %definition of Pauli spin operators
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126 sigma_x =[0 1; 1 0];
127 sigma_y =[0 -i; i 0];
128 sigma_z =[1 0 ; 0 -1];
129 ident =[1 0; 0 1];
130

131 %assume a Rabi frequency of 60 kHz
132 Omega =60e3;
133 %evaluate the resulting rotation angle through ...
134 %the generalized Rabi frequency
135 theta=f*theta*sqrt(Omega ^2+ Delta ^2)/Omega;
136

137 %evaluate the axis of rotation defined by the detuning
138 if Delta ==0
139 nperp =1;
140 nz=0;
141 else
142 nperp=Omega/sqrt(Omega ^2+ Delta ^2);
143 nz=Delta/sqrt(Omega ^2+ Delta ^2);
144 end;
145

146 %evaluate the matrix that describes the fault pulse
147 P=cos(theta /2)*ident -i*sin(theta /2)*( nperp*(cos(phi)*

sigma_x+sin(phi)*sigma_y)+nz*sigma_z);
148

149

150 %========================================================
151 %the effect of a coupling during the conditional

evolution
152 %========================================================
153 function U=PHI(T,J);
154 sigma_z =[1 0 ; 0 -1];
155 U=expm(i*T/2*(J(1,2)*tensor(sigma_z ,sigma_z)));
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K
Filterfunktionen

In dem Kapitel 7 wurde der Zerfall der Kohärenz eines Qubits diskutiert.

χ(t) =
2

π

∫ ∞
0

Sξ(ω)

ω2
F (ωt) dω, (K.0.1)

wobei χ(t) der zeitabhängigen Kohärenz entsprach und Sξ(ω) die Rauschleistungsdich-
te bei der Frequenz ω beschrieb.
Eine Möglichkeit, die Qubitkohärenz vor Rauschen zu schützen, besteht in der Anwen-
dung von Sequenzen dynamischer Entkopplungspulse. Die Wirkung dieser Pulssequen-
zen entspricht einer Filterfunktion. In diesem Kapitel werden die Filterfunktionen, der
im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Pulssequenzen zur dynamischen Entkopplung
aufgelistet. Filterfunktionen für weitere Pulssequenzen und zusätzliche Diskussionen
sind beispielsweise in [152] und [151] zu finden.
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Tabelle K.1.: Filterfunktionen der verwendeten Pulssequenzen mit n-vielen Pulsen
[152]. FID (free induction decay) entspricht dem Zerfall der Kohärenz ohne irgend-
einen Puls. Die SE-Sequenz entspricht der Anwendung eines einzelnen Spin-Echo-
Pulses und die anderen Sequenzen bezeichnen die Sequenzen, die in Abschnitt 7.1.4
beschrieben sind.

Pulssequenz Filterfunktion F (ωt)

FID 2 sin2(ωt
2

)

SE 8 sin4(ωt
4

)

CPMG mit gerader Pulsanzahl 8 sin4(ωt
4n

) sin2(ωt
2

)/ cos2(ωt
2n

)

CPMG mit ungerader Pulsanzahl 8 sin4(ωt
4n

) cos2(ωt
2

)/ cos2(ωt
2n

)

PDD mit gerader Pulsanzahl 2 tan2( 2
2n+2

) cos2(ωt
2

)

PDD mit ungerader Pulsanzahl 2 tan2( 2
2n+2

) sin2(ωt
2

)

UDD 1
2
|
∑n

k=−n−1(−1)k exp[ iωt
2

cos( πk
n+1

)]|2
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L
Quellcode zu Simulationen der QFT

In diesem Abschnitt werden exemplarisch die MATLAB-Quellcodes der im vorherigen
Abschnitt präsentierten Simulationsrechungen dargestellt.

Code L.1: Quellcode für die Simulation der QFT mit realistischen Fehlerquellen.

156

157

158 function output=QFT3qubitsREC_dephasing_fid(initial_state
,phi1 ,phi2 ,phi3 ,gamma_deph ,detection_error);

159

160 %assume perfect pulses
161 Delta =0;
162 f=1.00;
163

164 %define the experimental parameters
165 %----------------------------------
166 %the J coupling strength in Hz
167 J=2*pi*[0 32 18; 32 0 33; 18 33 0];
168 %the conditional evolution times
169 T1 =(3.69e-3);
170 T3 =4.87e-3;
171 %the pulse parameters
172 A1 =0.686* pi;
173 A2 =0.716* pi;
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174

175 %some definitions
176 %----------------
177 %identity matrix
178 ident =[1 0; 0 1];
179 %identitiy of the three -qubit system
180 IDENT=tensor(ident ,ident ,ident);
181 %initial density matrix
182 rho_initial=tensor(initial_state ’,initial_state);
183

184

185 %evaluate the single -qubit dephasing during T1
186 %---------------------------------------------
187 gamma_E1_1=gamma_deph;
188 gamma_E1_2=gamma_deph;
189 gamma_E1_3=gamma_deph;
190 dec_E1_1 =[1 exp(-gamma_E1_1); exp(-gamma_E1_1) 1];
191 dec_E1_2 =[1 exp(-gamma_E1_2); exp(-gamma_E1_2) 1];
192 dec_E1_3 =[1 exp(-gamma_E1_3); exp(-gamma_E1_3) 1];
193 %construct the 8x8 matrix that describes the decays
194 DEC_E1=tensor(dec_E1_1 ,dec_E1_2 ,dec_E1_3);
195

196 %evaluate the single -qubit dephasing during T3
197 %---------------------------------------------
198 gamma_E3_1=gamma_deph;
199 gamma_E3_2=gamma_deph;
200 gamma_E3_3=gamma_deph;
201 dec_E3_1 =[1 exp(-gamma_E3_1); exp(-gamma_E3_1) 1];
202 dec_E3_2 =[1 exp(-gamma_E3_2); exp(-gamma_E3_2) 1];
203 dec_E3_3 =[1 exp(-gamma_E3_3); exp(-gamma_E3_3) 1];
204 %construct the 8x8 matrix that describes the decays
205 DEC_E3=tensor(dec_E3_1 ,dec_E3_2 ,dec_E3_3);
206

207

208 %simulate the conditional evolution with DD pulses
209 %-------------------------------------------------
210 %during T1
211 KDD =[1/6 0 1/2 0 1/6]*pi;
212 DDsequence1 =[KDD KDD+pi/2 KDD KDD+pi/2]; %KDD -20
213 tau1=T1/2/ length(DDsequence1);
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L. Quellcode zu Simulationen der QFT

214 E1=IDENT;
215 for l=1: length(DDsequence1)
216 E1=PHI3(tau1 ,J)*tensor(R(pi ,DDsequence1(l),Delta ,f),R(pi,

DDsequence1(l),Delta ,f),R(pi,DDsequence1(l),Delta ,f))*
PHI3(tau1 ,J)*E1;

217 end;
218 %during T3
219 DDsequence3 =[KDD KDD+pi/2 KDD KDD+pi/2]; %KDD -20
220 tau3=T3/2/ length(DDsequence3);
221 E3=IDENT;
222 for l=1: length(DDsequence3)
223 E3=PHI2(tau3 ,J)*tensor(ident ,R(pi ,DDsequence3(l),Delta ,f)

,R(pi,DDsequence3(l),Delta ,f))*PHI2(tau3 ,J)*E3;
224 end;
225 %include SE pulse on qubit 1 and the appropriate z

rotation
226 E3=tensor(R(pi ,pi/2,Delta ,f),ident ,ident)*E3;
227 E3=tensor(R(pi ,-27*pi/16+pi ,Delta ,f),ident ,ident)*E3;
228

229 %simulate the local rotations
230 %----------------------------
231 HR1=tensor(R(pi/2,3*pi/2,Delta ,f)*R(pi ,0,Delta ,f),ident ,

ident);
232 R2=tensor(ident ,R(pi ,pi ,Delta ,f),ident);
233 R3=tensor(R(pi ,pi ,Delta ,f),ident ,ident);
234 R5=tensor(ident ,ident ,R(pi ,13/16* pi+pi,Delta ,f));
235 R6=tensor(ident ,R(A1 ,3*pi/4+pi ,Delta ,f),ident);
236 R7=tensor(R(pi ,3*pi/16+pi ,Delta ,f),ident ,ident);
237 R8=tensor(ident ,ident ,R(pi/2,pi/2+pi,Delta ,f));
238 R9=tensor(ident ,R(A2 ,3*pi/4+pi ,Delta ,f),ident);
239

240 %construct the sequence
241 QFTgate=R9*R8*E3*R6*R2*R5*E1*HR1;
242

243

244 %simulate the experimentela errors
245 %=================================
246 %simulate the dephasing of the density matrix
247 %--------------------------------------------
248 rho_final=HR1*rho_initial*HR1 ’;
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249 rho_final=E1*rho_final*E1 ’;
250 %dephasing after T1
251 rho_final=DEC_E1 .* rho_final;
252 rho_final=P*R5*rho_final*R5 ’*P’;
253 rho_final=E3*rho_final*E3 ’;
254 %dephasing after T3
255 rho_final=DEC_E3 .* rho_final;
256 rho_final=R9*R8*rho_final*R8 ’*R9 ’;
257

258 %add Ramsey rotations to measure the fidelity
259 %--------------------------------------------
260 if phi1==inf
261 RamseyPulse=tensor(ident ,R(pi/2,phi2 ,0,1),R(pi/2,phi3

,0,1));
262 else
263 RamseyPulse=tensor(R(pi/2,phi1 ,0,1),R(pi/2,phi2 ,0,1),

R(pi/2,phi3 ,0,1));
264 end;
265 %calculate the state after the pulses
266 rho_final=RamseyPulse*rho_final*RamseyPulse ’;
267

268

269 %include the detection and pulse errors by
phenomenological formula

270 %
------------------------------------------------------------------

271 p=detection_error;
272 rho_final =(1-p)*rho_final+p*(1/8)*tensor(ident , ident ,

ident);
273

274

275 %the resulting histogram
276 %-----------------------
277 output=abs(diag(rho_final));
278

279

280 %==============================
281

282 function U=PHI2(T,J);

275



L. Quellcode zu Simulationen der QFT

283 %definition of Pauli spin operators
284 sigma_x =[0 1; 1 0];
285 sigma_y =[0 -i; i 0];
286 sigma_z =[1 0 ; 0 -1];
287 ident =[1 0; 0 1];
288 U=expm(i*T/2*(J(2,3)*tensor(ident ,sigma_z ,sigma_z)));
289

290

291

292 function U=PHI3(T,J);
293 %definition of Pauli spin operators
294 sigma_x =[0 1; 1 0];
295 sigma_y =[0 -i; i 0];
296 sigma_z =[1 0 ; 0 -1];
297 ident =[1 0; 0 1];
298 U=expm(i*T/2*(J(1,2)*tensor(sigma_z ,sigma_z ,ident)+J(1,3)

*tensor(sigma_z ,ident ,sigma_z)+J(2,3)*tensor(ident ,
sigma_z ,sigma_z)));

Der Quellcode für die Funktion R(theta,phi,Delta,f) findet sich im Anhang J.
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M
Parameter der EMCCD-Kamera

Die Parameter zur Datennamhe mit der verwendeten EMCCD-Kamera sind in der fol-
genden Tabelle zusammengefasst.

Parameter Wert
trigger mode external

acquisition mode kinetics

readout mode image

exposure time 2ms

frame transfer mode on

vertical pixel shift speed 0,3 µs

vertical clock voltage +1

readout rate 17MHz

preamplifier gain 3

EM gain 300
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