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Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

Definition: Qubit

Ein Qubit [¢) ist ein Quantensystem mit nur zwei linear
unabhéngigen Basiszustanden |0) und |1):

) = al0) + 8|1, mit |af? + |8 =1

|4h) ist ein Element des zweidimensionalen Hilbertraumes Hy, der
von den beiden Basiszustanden aufgespannt wird.
Mogliche physikalische Realisierungen:

@ Spin
(zwei) Energieniveaus eines lons

°
@ Polarisation von Photonen
°
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Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

Quantenregister

Definition: Quantenregister

Ein Quantenregister setzt sich aus L Qubits zusammen:

|a) = |ai—1,a1-2, ..., a0) mit a; € {0,1}

L-1
a:Za;Qi:0§a<2L
J=0
|a) beschreibt einen Punkt im 2L dimensionalen Hilbertraum:

|a) € HE. Die 2L Basisvektoren lassen sich von 0 bis 2F — 1
nummerieren |0),[1),...[2F —1).
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Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

Quantengatter

Aus der Schrédingergleichung ih%w}) = H|y) folgt der zu H
gehorige Zeitenentwicklungsoperator U(t):

[1h(t)) = U(t)y(t =0)
U ist unitar:
1= ()| (1)) = (U()p|U()9) = (L |UT () U(2) )
= Ul(t)u(t) =1

Definition: Quantengatter

Unter einem Quantengatter versteht man die unitdre Operation,
die mit Hilfe eines geigneten Hamiltonenoperators den Zustand
eines Quantengatter nach einer gewissen Zeit von einem in einen
anderen Zustand uberfiihrt.

Peter Kaufmann QFT & Shors Faktorisierungs Algorithmus




Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

Hadamard Gatter

Das Hadamard Gatter

Definition: Hadamard Gatter

=51 4)

operiert auf das jte Qubit des Quantenregisters und vermittelt eine
unitdre Transformation in der Basis |a;).

Beispiel: A;A;|0)

f(|0> +11)) =10)
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Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

kontrolliertes Rotationsgatter

Das Bjx Gatter

Definiton: kontrolliertes Rotationsgatter

100 0
010 0 . w

Bi=1001 o | ™mMOk=5g
0 0 0 e®©

operiert auf die Qubits j und k und ist in der Basis |aj, ax)
definiert.

Bj liefert im Fall |a; = 1, ax = 1) einen Phasenfaktor ©, der von
dem Abstand der beiden Qubits im Quantenregister abhangt.
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Rechnen mit Qubits
diskrete Fo Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

Diskrete Fourier Transformation

Kammfunktion und Fouriertransformierte

Offset: 4

kein Offset ]

B Abstand:
0.6 — 20 .

()l
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Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

Quanten Fourier Transformation

Die Quanten Fourier Transformation (QFT) wird analog zur
diskreten Fouriertransformation (DFT) definiert:

Definition: QFT

Also:

QFTq " F(a)la) — Y F(c)lc) mit F(c) = } S
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Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

QF T, Quantengatter

Die Quantenfouriertransformation fir L = 4 wird durch das
Quantengatter

j=3 — A - . 3

=1 B 0 A
j=0 B B o A |-

vermittelt. Das Ergebnis ist allerdings ,,im Register falsch herum*".
Allgemein gilt:

QFTy = (Ar-1) (Bi—2,1-1A1-2) ... (Bo,L—1 - - - Bo,2Bo,1A0)
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Rechnen mit Qubits
diskrete Fourier Transformation
Quanten Fourier Transformation

Quantenfouriertransformation

Quanten Fourier Transformation

Beispiel: Quantengatter fiir L =2
o Hadamard Gatter A;:

1

Alar) = Z 1)K |k) = \7 (10) + e™(1))

k:

o Rotationsgatter By o:

Bio—= iwal|1>)®|30>

7~ N

75 10+ 75 (100 + €= ) o)

o Hadamard Gatter Ag:

Aol...) = % (10) + ™=+ B|1)) @ (|0) + 1))
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. . Rechnen mit Qubits
Quantenfouriertransformation diskrete Fourier Transformation

Quanten Fourier Transformation

Beweis: QFT,

@ Vorfaktor: L Anwendungen von A; liefern einen Faktor

(;)L 11
V2 Vb V4
@ Phase:
o A;: Fiir a; = b; = 1 liefert A; einen Phasenfaktor 7
o Bji: Fiir aj = by =1 liefert By einen Phasenfaktor 2%]

L-1 L-1 L-1L—
@:ZWan +Z Z k= % :ZZ 257 %iPx
Jj=0 k=j+1 Jj=0 k=j

Mit b, = ¢ _1_x folgt weiter:

L-1[-1

s
¥ = Z FQjCL—l—k
i=0 k=j
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. . Rechnen mi i
Quantenfouriertransformation cenne 1 (@i

diskrete Fourier Transformation

Quanten Fourier Transformation
Beweis: QFT,

Subsitution: k =L —1 — k

L-1L-1—j
B Z’ 2i0k
Y = 2W2Tajck
Jj=0 k=0
o L—1 -1
~ J i k
Q= o 2 a; E 2%¢y,
\,./J:O l’;:o
27 N e N —
=a =c
ac
2r—
q
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Primfaktoren und Modulo

Die Primfaktorzerlegung

X1 X2

X=py'py ... py
jeder natiirlichen Zahl x ist eindeutig (Fundamentalsatz der
Arithmetik).

Die Operation Modulo liefert den Rest der Ganzahldivision zweier
Zahlen. Zwei Zahlen nennt man kongruent bzgl. eines Moduls,
wenn die Operation Modulo den selben Wert liefert.

Beispiel: Rechnung kongruent 7

mod (19,7) =5A mod (5,7) =5
=19=5 (mod 7)
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Primfaktorzerlegung

Wahle ¢ > N und d > N, die nicht durch durch N teilbar sind,
und fiir ein beliebiges m die Gleichung

erfiillen.
Alle Primfaktoren von N lassen sich somit im obigen Bruch gegen
Primfaktoren von ¢ und d kiirzen:

Ci d;
Hi pi HJ pJJ _ Hpml
1P P1,<Vk /

/
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Primfaktorzerlegung

Beispiel: Faktoren von N = 21

6-35
- 1
21 0
2-3 . 5.7

=25
3.7

e Mit ggT(c,N) und ggT(d,N) sind zwei Faktoren von N
bekannt.

@ Sukzessive Anwendung des Verfahrens liefert die
Primfaktorzerlegung von N.

@ Die geignete Wahl von ¢ und d ist aber i.A. schwierig.
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Faktorisierung — Periodensuche

Wihle ein (zufilliges) a € Nmit 1 < a < N mit ggT(a, N) = 1.
Definiere die Funktion

f(x):=a* mod N
und ihre Peridode r

f(x+r)=1f(x), r minimal
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Faktorisierung — Periodensuche

Aus f(x +r) = f(x) (mod N) & 2" = a¥ (mod N) folgt a" =1
(mod N) und somit

a"—1=0 (mod N)
Falls r gerade ist und az +1 # 0 (mod N) gilt:

(az +1)(a2 —1) =0 (mod N)

= dme N : =m

° ggT(aé +1,N) und ggT(aé — 1, N) sind nicht triviale
Faktoren von N.
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Periodenbestimmung per Quantenalgorithmus

Wir haben die Faktorisierung von N auf die Suche nach der
Periode von f(x) zuriickgefiihrt.

e Die Bestimmung der Periode r von f(x) ist i.A. schwierig.

@ Im Prinzip kann die Periode aus vielen Wertepaaren (x;, f(x;))
abgelesen werden.
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Periodensuche mit dem Quantencomputer

Idee: Berechne alle Wertepaare (x;, f(x;)) parallel und lese die
Periode r von f(x) geschickt ab.

Verwende zwei Quantenregister mit den Zustinden |¢) € H)
(g=12")und |x) € HY (m € N:2™ > N). Der Gesamtzustand
des Systems ist:

) = 19)|x) € H3 @ HY
Beispiel: Shor Algorithmus fiir N = 15

Zu faktorisieren:
N =15

Mogliche Werte fiir a: a € {2,4,7,8,11,13,14}. Wahle

a=11 (= f(x)=11" mod N)

n=3und m=4.
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Initalisierung

Bring das erste Register in die gleichgewichtige Superposition aller

Basiszustande:
=— > [x)0)
\/a x=0

Beispiel: Shor Algorithmus fir N =15

) = —=(10) + 1) + [2) +--- + 7)) [0)

7
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Berechnung von f(x) im zweiten Register

Berechne f(x) im zweiten Register:
1 9
= — x)|a® mod N
\/a;)! )| )

@ Messung im zweiten Register: y = a’ mod N.

@ Die Messung selektiert im ersten Register Werte:
x=0L1+rl+2r ..., /+ArmitA< q%HéA: L?J3

A
er+l
j=0
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Berechnung von f(x) im zweiten Register

Beispiel: Shor Algorithmus fiir N = 15

[¥) = (!0>!1>+\1>\11>+ [2)[1) +--- +16)[1)[7)[11))

[9) = == ([10) +[2) + [4) + [6)] [1) + [[1) + [3) +[5) + [N)] [11))

%\H%\

Nach der Messung von y = 11:

) = %(\1> +13) +15) +17)) [11)
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mathematische Grundlagen
Quantenalgorithmus

Berechnung von f(x) im zweiten Register

Shor Algorithmus

Vereinfachung

Um die folgenden Erlauterungen einfacher zu halten nehmen wir
an, daB g ein Vielfaches von r ist:

Mit g(x) = \/g falls (x — /) Vielfaches von r, sonst g(x) = 0.
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Quantenfouriertransformation im ersten Register

Wende die QFT auf das erste Register an:

QFT,I6) = S &(0)le)

Die Amplituden g(c) sind die Fouriertransformierten von g(x):

q_
. \ 2mi(jr+ )¢
g(c) = i Z exp <()>
a ‘= q
J_
ﬂ 1 e
i exp (27TIJI‘C> exp <27rilc>
— q q
J= N —

Ph
geom. Reihe ase
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Quantenfouriertransformation im ersten Register

Auswertung der geom. Reihe:

Sl

-1

2rijrc exp (2mic) — 1 4 fir c=d4
exp — r r
exp (27ri%) —1

= q 0 sonst

Damit folgt fiir den Zustand des ersten Registers:

9= L5 e (251t
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Quantenfouriertransformation im ersten Register

Beispiel: Shor Algorithmus fiir N = 15
1

) = 7 (o) + e'™[4)) |11)

Die Messung im ersten Register liefert x € {0,4}. Der Zustand ist
also wie von der DFT bekannt mit M = 273 = 4 periodisch.
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Bestimmung der Periode

Die Messung im ersten Register liefert einen Wert x = d4 mit
de{0,...,r—1}:

2:%ﬁm¢x¢m

Hier sind g und x bekannt, r wird gesucht. Wenn d und r
teilerfremd sind, kann r durch kiirzen von g und x auf einen
irreduziblen Bruch abgelesen werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir
ggT(d,r) =1 ist fiir groBe r groBer ﬁ
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Periode — Faktoren

Beispiel: Shor Algorithmus fiir N = 15
Periode von f(x) = 11¥ mod 15 ist r = 2

po = ggT(llg —1,15) = 5: erster Primfaktor von 15
p1 = ggT(llg + 1,15) = 3: zweiter Primfaktor von 15
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Der Quantenalgorithmus fiir N = 15 im Uberblick

Initialisierung beider Register:

B L B s s Y B B A I I A I I
03| - os -
0,6; _ 0,6 ]
0,4_— —_ 04 __
02 1 02 .

ol ] I

SR R R e

Berechne f(x) = 11* mod 15 im zweiten Register:

T T T T T T 1 L A
I+ - I -

08— — 081 —
06— - 06
0.4

02

0
A BN - S N 07 G GG T T ST T st w5
§ W@ W RvR R A A
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus

Der Quantenalgorithmus fiir N = 15 im Uberblick

Messung im zweiten Register (y = 11):
I B B e TTTTT T I T T T TTITT7T]

1+ -4 e

08| 1 osl ]

06| d osk 4

04 1 o4k -

0.2 1 02f -

0 | | I IS IR TR
DR R GGG G SIS

RURNENNANA

Quantenfouriertransformation im ersten Register:
T T T T T T T TTTTTTTTTTTTTTTI

L 4 1
08| Jd osk 4
0.6 - o6l .
04 1 o ]
02 1 e2f .
L1 [ N I TR
¥ oY DIV AN

TR
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mathematische Grundlagen
Shor Algorithmus Quantenalgorithmus
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