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Aufgabe 1: Kurzfragen (19 Punkte)
Beantworten Sie so kurz wie moglich:

1) Nennen Sie die Kontinuititsgleichung und erldutern Sie diese.

Die Kontinuitdtsgleichung ist gegeben durch

dp -

LTiv.i=0

ot TV

wobei p die Ladungsdichte und; die Stromdichte bezeichnet. Diese verknipft die

zeitliche Anderung der Ladungsdichte mit der riumlichen Anderung der Stromdich-
te.

ii) Nennen Sie die vier Maxwell-Gleichungen und erldutern Sie diese. Welche
fundamentale Gleichung wird nicht mehr erfiillt, wenn der Verschiebungsstrom
nicht beachtet wird?

Die vier Mazwell-Gleichungen lauten

| ~
V.- E=—p , V-B=0
€0

VxB=-0B . VxB= s B+ p

Man beachte das die Maxwell-Gleichungen hier in differentieller Form angegeben
sind und somit nicht koordinatenunabhdngig sind. Man erhdlt die koordinatenun-
abhdngige integrale Formulierung mittels Anwendung des Gaufischen bzw. Stokesches
Integralsatzes. Die erste Gleichung besagt, dass die Quelle des elektrischen Feldes
die elektrische Ladung bzw. die elektrische Ladungsdichte ist. Die zweite besagt, dass
es keine magnetischen Monopole gibt. Die dritte besagt, dass die zeitliche Anderung
eines magnetischen Feldes ein elektrisches Wirbelfeld hervorruft. Das Minuszei-
chen schligt sich in der Lenzschen Regel nieder. Die vierte Mazwell-Gleichung
setzt sich aus dem Ampereschen Durchflutungsgesetz und dem Verschiebungsstrom
zusammen. Wiirde man den Verschiebungsstrom nicht beachten, so wiirden die
Mazwell-Gleichungen nicht die Kontinuititsgleichung erfiillen.
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iii)

iv)

Erldutern Sie den Gauflschen und Stokeschen Integralsatz und geben Sie beide
in Formeln an.
Der Gaufische Integralsatz lautet

/ AVVd = 7{ dAD
|4 oV

Dieser besagt, dass das Integral iiber ein Volumen bzw. ein Gebiet V C R3 diber den
Gradienten einer Funktion ® gleich dem Integral tiber die geschlossene Oberfliche
bzw. dem Rand des Volumens der Funktion selbst ist. Der Stokesche Integralsatz

besagt
/VXciﬁdfT:j{ ddr
s oS

Damit ist das Integral iiber eine Oberfliche tber die Rotation eines Vektorfeldes ®
gleich dem Integral iiber den geschlossenen Weg iiber das Feld selbst.

Was ist die Lorentz-Transformation? Was bedeutet Lorentz-Invarianz? Sind
die Maxwell-Gleichungen lorentzinvariant?
Wir betrachten hier die Lorentz-Transformation fir Raum und Zeit, speziell fir
einen Beobachter, der sich mit der konstanten Geschwindigkeit v in x-Richtung
gegeniiber einem Beobachter bewegt. Es gilt

/ /

v
t’:7<t—§x> , A=y @—vt) , y=y , z=2=2

FEine Grofle, die sich unter Lorentz-Transformation nicht dndert, heifit Lorentz-
Invariante. Der Ausdruck c*t?> — x* — y? — 2% ist unter anderem eine Lorentz-
Invariante, d.h. in allen unter Lorentz-Transformationen verbundenen Koordina-

tensystemen konstant. Die Maxwell-Gleichungen sind lorentzinvariant.

Der klassische harmonische Oszillator verhélt sich formal wie der elektroma-
gnetische Schwingkreis. Dabei miissen jedoch Ersetzungen vorgenommen werden.
Was entspricht den Federn, Massen und Reibungswidersténden beim harmonischen
Oszillator im Falle des elektromagnetischen Schwingkreises?

Der Masse m entspricht die Induktivitit L, der Federkonstanten die reziproke
Kapazitit und der Dimpfungskonstante der Ohmsche Widerstand. Ferner kann man
erkennen: Auslenkung entspricht Ladung, Geschwindigkeit entspricht Stromstdrke.
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vi) Was besagt das Fermatsche Prinzip?

Das Fermatsche Prinzip besagt, dass Licht in einem Medium zwischen zwei Punkten
Wege nimmt, auf denen seine Laufzeit sich bei kleinen Variationen des Weges nicht
indert. Aquivalent dazu ist die Aussage, dass die optische Weglinge extremal ist.

vii) Was versteht man unter Eichfreiheit? Was ist die Coulombeichung?
Unter Eichfreiheit in der Elektrodynamik versteht man, dass verschiedene Potenziale,
insbesondere Vektorpotenziale, die gleichen Felder erzeugen. Mathematisch bedeutet
dies: Die Felder bleiben invariant unter der folgenden Fichtransformation der
Potenzial

A A=A+ VA

wober A\ eine beliebige skalare Funktion ist, welche mindestens zweimal differenzier-
bar sein muss. In der Coulomb-Fichung wird VA = 0 gesetzt. Man beachte, dass
man immer ein A finden kann, sodass die Coulombbedingung erfiillt ist.

viii) Was besagt die Abbildungsgleichung einer diinnen Linse mit Brennweite f ?
Die Abbildungsgleichung einer diimnen Linse lautet

1 1 1

b g f

wobei f die Brennweite , g die Gegenstandsweite und b die Bildweite darstellt.
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Aufgabe 2: Yukawa-Potenzial (6 Punkte)

i)

ii)

Wir erhalten das elektrische Feld aus dem Potenzial mittels
E(7) = -va (7

Da das Potenzial radialsymmetrisch ist, also ® (7) = @ (|7]) = @ (r) werden wir
den Gradienten in Kugelkoordinaten transformieren und dann auf die Funktion
anwenden. Fiir eine differenzierbare Funktion ® (7,0, ¢) gilt
0P 109 1 09
VO (r,0,¢)=—é +-—ép+ ———¢
(.9, ¢) ar ¢ +7“8969+r-sin(9)8<p%
Da aber in unserem Fall ® (7,6, p) = ® (r) gilt, verschwinden die Ableitungen nach

den Winkeln und wir erhalten
0d
d = —2¢,
Vo (r) o €

Geméaf Ketten- und Produktregel erhalten wir

B =20 Q@ Tty

- 67” —
or 4d7egry 72

Nun wollen wir die elektrische Ladungsdichte p bestimmen. Hier kann man
sich die Maxwell-Gleichungen zu nutze machen. Im SI-System lautet die erste

-1
V-E=—p= -6V (VP)=—¢Ad=p
€0
Der letztere Zusammenhang der das Potenzial in die Bestimmung der Ladungsdichte
involviert wird auch Poisson-Gleichung genannt. Man beachte hier, dass V sowohl
fiir die Divergenz als auch fiir den Gradienten benutzt wird, wobei die jeweilige
Bedeutung aus dem Kontext klar wird. In Kugelkoordinaten gilt

19 10 1 0E,

— g e E .
r2or (rE) + r - sin (0) 00 (sin (9) Eo) + r-sin (0) Op

VE (r,0,p) =
wobei F; = <E, é;) bezeichnet, also die Projektion auf die jeweilige Koordinaten-
achse. Mit dem gleichen Argument wie oben fallen alle Ableitungen bis auf den
radialen Anteil weg und es bleibt

p(’l“) :EQV'EZEOT

2oy Lo () e
or "

pr— p— 2
4mrg r2 Or To Ar rrg
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iii) Um die von einer geschlossenen Kugel mit dem Radius a eingeschlossene
Gesamtladung Qg zu ermitteln, miissen wir iiber die Ladungsdichte integrieren.
Mit der Notation

loll <

2w T a
Qoz/ dV,a:/ dgo/ df sin (0)/ drr?p (r)
Ba 0 0 0

Aufgrund der Radialsymmetrie ist die Winkelintegration trivial und liefert 4.
Damit erhalten wir den Ausdruck

B, := {x€R3

folgt

a a .3 TL
Qu=tr [ drrtot) = [ 5T
0 0 To

Das Integral wird elementar mittels partieller Integration gelost und wir erhalten

a

“p3. e (613 + 6r2a + 3roa® + a®) e "o
QO — / — 6T2 . 0 0
A 0

re 0

Im Grenzfall a << rg & 7 << 1 strebt der exponentielle Anteil gegen Null und
wir erhalten

Q0:6T‘(2)
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Aufgabe 3: Relativistische Dréahte (10 Punkte)

1) Der Betrag der elektrischen Feldstirke ist gegeben durch
= A
B = 5—
€Y
wobei diese vom oberen Draht weg gerichtet ist. Damit erhalten wir sofort fiir die
elektrische Kraft pro Langeneinheit

Fl N

L 2meod

ii) 2 Bei relativistisch bewegten Drahten wird durch die Lorentz-Kontraktion des
Drahtes die Linienladungsdichte A erhoht. Es gilt

\ _ ARuhe
bewegt —
22

c2
und damit folgt fiir die wirkende Kraft pro Langeneinheit
|F| 1 A2

L (1 — Z—j) 2meod

iii) Die Bewegung des Leiters fithrt zu einer Bewegung der darauf befindlichen
Ladungen und somit zu einem Strom, also

AU
I= /\bewegt U= —
-2
und damit
F| IB 21
% = T WObei B = %
Wir erhalten schliefilich
Fl_ & X

L (1 — Z—i) 2dmeg

iv) Da die elektrische Kraft und die magnetische Kraft hier in entgegengesetzte
Richtungen zeigen, ergibt sich die wirkende Gesamtkraft als Differenz der beiden,

also
Fl 22 [(1-%) X
L 27med \ 11— ”‘;—2 © 27meod
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Aufgabe 4: Plattenkondensator (10 Punkte)

Aufgrund der Symmetrie und unter Vernachlissigung kénnen wir annehmen
D7) =D (z)=¢,

Geméal des Gaullschen Satzes erhalten wir zwischen den Platten

wobei () die Ladung der Platte bei x = 0 ist.
Gemifl der Definition
D (7) = e E (7)

erhalten wir

S QL
E(ff)—mx

Mittels der Definition der Polarisation
]3 (f‘) = EOXBE (F)

erhalten wir

Pla)= a(l+ax)”

AuBerhalb des Kondensators verschwinden alle Felder. Die Spannung zwischen den
Platten ist gegeben durch

Q

€0aQy

U:/bE(x)dx: log (1 + ab)

und somit

cax
C=—F"——
log (14 ab)
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Aufgabe 5: Lichtbrechung (5 Punkte)

Zunéchst betrachten wir die folgende Abbildung

: B[ h2
Y E hq
1 =
sin (o) . sin (y) _ ne
sin(B) 7 sin(B) m
Damit folgt sofort
1
sin () = Z—i sin (B) = - sin (@)

i) Ist 7 < 6.04cm, so kann man den maximal beobachtbaren Winkel ausrechnen
gemaf

) ()

R =21+ 29 1tgy + hotgp3 17 5(3) zcos(ﬁ)

hy sin () N hy  sin(a)

”M/l—%sin(a) ”11_%5130(04)2
1

Insgesamt erhalten wir also

R hq 812n () N hg sin ()
\/1 — Z—% sin (a)” \/1 —sin (a)?

Deutlich einfacher ist die Losung mittels des Fermatschen Prinzips. Fiir die Licht-
laufzeit gilt

_xi+h | a3+ h3

2
T
nic? n3c?

= minimal
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Mit z9 = R — x; folgt nun

dr? 2 2(R— 2
dI” _ 2 BR-2) o, ™
dry  cnj cn; ns

(R — .Z'l)

Mit den in der Aufgabenstellung angegebenen Werten erhalten wir

1 R
r=R- 2:—:>tgfy:ﬂ20.41
1

Damit ergeben sich alle weiteren Gréfien zu

sin(y) =038 , (=246 , «a=33.6°

ii) Wenn «,,, = 90° sein soll, so muss an der Oberfliche Totalreflexion auftreten.
Das heifit

1
sin (B,) = e 0.752 = f3,,, = 48.76°

und

1
sin (V) = o 0.685 = 7, = 43.235°

Der Radius des Gefafles muss dann sein

R>x+1xy= hltg’ym + hgtgﬂm = 6.04cm
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Aufgabe 6: Statisches Magnetfeld (8 Punkte)

i) Fiir den magnetischen Fluss gilt

o yo+i zo+3 B T+
D0y = /BdA = / ’ dy/ ’ dz Bz = =242 = Byl%x,
_1 _1 2 !
Yo—3 zo—1%

130—5

i) Fiir die induzierte Spannung gilt geméf den Maxwell-Gleichungen

oo 0
€= —— = BolQ—x = B0l2U0

ot ot

iii) Fiir Zeiten hinreichend grof, kann man den Strom als konstant annehmen
und somit hat die Induktivitdt L keinen Effekt.
€ . ZQB()UO

= —
R R

iv) B ist konstant in €, Richtung , da sich wegen dF = %df x B die beiden Kriifte
aufheben. Angenommen der Mittelpunkt des Quadrats befinde sich im Punkte x.
Dann ist

I I I I*B2v
F,=—-=IB “IB(z) = —~?By = ——290 %
" Cl (x+1)+ Cl (x) Cl 0 2R
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Aufgabe 7: Wechselstrom (10 Punkte)

i) Es ist

1 wL
Z=R+—5——=R —_—
* = +iwe +Z(1—w2LC)

iwL

ii) Fiir den Strom [ gilt

_ g _ erz'wt
Z R+i(=te)

Da der Nenner eine komplexe Zahl ist, gibt es eine Zerlegung in Polarform mittels
z = |z|e®. Damit folgt

Upe™”* ew
¢R2 =
wobei
_wlL Uy
© = arctan (ﬁ) , I=1Iysin(wt+¢) \/R2 —
o)

iii) Fiir niedrige Frequenzen gilt

tan (o) wlL
an N ——
4 R
und fiir hohe Frequenzen ist
1
tan (¢) & ——



