
Third	order term:

𝑻𝒉𝒆	𝒑𝒖𝒎𝒑 − 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒆
	𝐹𝑒𝑦𝑛𝑚𝑎𝑛	𝑎𝑛𝑑	𝑙𝑎𝑑𝑑𝑒𝑟	diagrams:

𝑅 = (𝑡) = 𝜇C 𝜇=, 𝜇E, 𝜇F,𝜌H 	

+ 𝜇C𝜇=𝜇E𝜇F𝜌H ⇒ 𝑅F
+ 𝜇C𝜇=𝜌H𝜇F𝜇E ⇒ 𝑅E
+ 𝜇C𝜇E𝜌H𝜇F𝜇= ⇒ 𝑅=
+ 𝜇C𝜇F𝜌H𝜇E𝜇= ⇒ 𝑅J

- 𝜇C𝜇=𝜇E𝜇F𝜌H
∗	⇒ 𝑅 ∗

F

- 𝜇C𝜇=𝜌H𝜇F𝜇E
∗	⇒ 𝑅 ∗

E

- 𝜇C𝜇E𝜌H𝜇F𝜇=
∗	⇒ 𝑅 ∗

=

- 𝜇C𝜇F𝜌H𝜇E𝜇=
∗	⇒ 𝑅 ∗

J

2M	𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠 and	2MOF	𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡	𝑡𝑒𝑟𝑚𝑠

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1

E*2

E3 𝑘XYZ = 𝑘F − 𝑘E + 𝑘=

Esig

𝜔XYZ = 𝜔F −𝜔E +𝜔=

E1 E2 E3 Esig

t

|0 >	

|1 >	



𝑾𝒉𝒚	𝟐𝒏	𝒕𝒆𝒓𝒎𝒔	?

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

Eb

t1

• Take	three generic fields Ea,	Eb,	Ec

• At	instant t1		all of	three can	interact with	the	
bra	or	ket part	of	the	system:	6	ways

• At	time	t2,	two remaining fields can	interact
on	bra	or	on	ket:	4	ways

• At	time	t3,	one remaining fields can	interact
on	bra	or	on	ket:	2	ways

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

Eb

t1

t2
Ec

|1 >< 1|
6 ∗ 4 ∗ 2 = 48	𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙	𝑤𝑎𝑦𝑠

2= = 8	𝑤𝑎𝑦𝑠
- Time	ordering
- Resonance Condition (Bhor)
- Boltzmann factor
(departing state	must	be	populated)



𝑭𝒓𝒐𝒎	𝑭𝒆𝒚𝒏𝒎𝒂𝒏	𝒕𝒐	𝒄𝒐𝒓𝒓𝒆𝒍𝒂𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏	𝒇𝒖𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏

t1

E1
t0

t

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

𝐺p 𝑡 = 𝑈𝐴𝑈s = 𝑒OYtuvCOwC Free-evolution super-operator

𝐶 𝑡 = 𝑝HH𝜇HF𝑒OYtuvCOwC𝜇HF = 𝑝HH 𝜇HFE 𝑒OYtuvCOwC

transition
probability

Weight factor
Boltzman population

of	g	state

Oscillating coherence
+	dephasing factor



+ 𝜇C𝜇=𝜇E𝜇F𝜌H ⇒ 𝑅F + 𝜇C𝜇=𝜌H𝜇F𝜇E ⇒ 𝑅E

+ 𝜇C𝜇E𝜌H𝜇F𝜇= ⇒ 𝑅= + 𝜇C𝜇F𝜌H𝜇E𝜇= ⇒ 𝑅J

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1

E*2

E3

Esig

|0 >	< 0|

|0 >< 1|

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E*1

E2

E3

Esig

|0 >	< 0|

|0 >< 1|

|1 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E*1

E2

E3

Esig

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

|1 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1

E*2

E3

Esig

Excited
population

Excited
population

𝝉𝟏

𝝉𝟐

𝝉𝟑	𝒅𝒆𝒕𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏	𝒕𝒊𝒎𝒆



+ 𝜇C𝜇=𝜇E𝜇F𝜌H ⇒ 𝑅F + 𝜇C𝜇=𝜌H𝜇F𝜇E ⇒ 𝑅E

+ 𝜇C𝜇E𝜌H𝜇F𝜇= ⇒ 𝑅= + 𝜇C𝜇F𝜌H𝜇E𝜇= ⇒ 𝑅J

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1

E*2

E3

Esig

|0 >	< 0|

|0 >< 1|

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E*1

E2
E3

Esig

|0 >	< 0|

|0 >< 1|

|1 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E*1

E2

E3

Esig

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

|1 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1

E*2

E3

Esig

𝐶 𝑡 = 𝑝HH 𝜇HFJ 𝑒Ytuv}vOwvu}v

𝑒OYtuu}~Owuu}~𝑒Ytuv}�Owvu}�

= 𝑝HH 𝜇HFJ 𝑒Ytuv(}��}v)Owvu(}��}v)

𝐶 𝑡 = 𝑝HH 𝜇HFJ 𝑒OYtuv}vOwuv}v

𝑒Ytuu}~Owuu}~𝑒Ytuv}�Owvu}�

= 𝑝HH 𝜇HFJ 𝑒Ytuv(}�O}v)Owvu(}�O}v)

Non-rephasing Rephasing

Rephasing Non-rephasing



+ 𝜇C𝜇=𝜇E𝜇F𝜌H ⇒ 𝑅F + 𝜇C𝜇=𝜌H𝜇F𝜇E ⇒ 𝑅E

+ 𝜇C𝜇E𝜌H𝜇F𝜇= ⇒ 𝑅= + 𝜇C𝜇F𝜌H𝜇E𝜇= ⇒ 𝑅J

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1

E*2

E3

Esig

|0 >	< 0|

|0 >< 1|

|0 >< 0|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E*1

E2
E3

Esig

|0 >	< 0|

|0 >< 1|

|1 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E*1

E2

E3

Esig

|0 >	< 0|

|1 >< 0|

|1 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1

E*2

E3

Esig

k��� = kF − kE + k=

Non-rephasing

k��� = −kF + kE + k=

Rephasing

k��� = −kF + kE + k=

Rephasing

k��� = kF − kE + k=

Non-rephasing



4-wave-mixing	experiments:	2D	spectra intime	domain
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14 - Esempi di spettroscopie non lineari al 3° ordine 
 
Prima di prendere in considerazione esperimenti specifici, occorre chiarire il punto relativo al 

numero ed alla topologia dei diagrammi che si possono realizzare sperimentalmente. 
Se ragioniamo in maniera del tutto astratta, considerando un diagramma solamente 
come una disposizione di linee, frecce e vertici d’interazione, vediamo subito che per 
costruire un diagramma del 3° ordine devo disporre tre frecce a tre tempi diversi  t1, t2 
e t3. Nel farlo devo mantenere l’ordinamento temporale (l’ordine di applicazione delle 
interazioni va da t1  a t3). 

In una spettroscopia al terzo ordine ho a disposizione tre campi esterni, inicati con 
Ea , Eb ed Ec. Al tempo t1 posso associare qualunque dei tre campi a, b e c; potendo essere sia sul 
bra che sul ket, in totale ho 6 possibilità. Al tempo t2 resto con due campi disponibili che 
corrispondono a 4 possibilità (bra e ket). Infine, a t3 ho un solo campo, che corrisponde a due 
possibilità.  

In totale quindi al 3° ordine si hanno 48 possibili diagrammi. 
Naturalmente nel fare questo calcolo non ho in nessun modo considerato le condizioni di risonanza 
né ho stabilito un particolare ordinamento temporale dei campi Ea , Eb ed Ec. (come sarebbe, per 
esempio, associare l’indice di campo a all’indice di tempo 1, l’indice di campo b all’indice di tempo 
3, l’indice di campo c all’indice di tempo 2. Questo infatti corrisponderebbe a dire che il campo Ea 
viene applicato per primo, il campo Ec per secondo ed Eb per terzo). 
 
Infatti, è proprio tenendo conto di 
- condizioni di risonanza (ovvero applicando l’approssimazione dell’onda ruotante); 
- sequenza temporale dei campi 
che si riduce di molto il numero di diagrammi. 
 

Selezione dei diagrammi attraverso i vettori d’onda (coerenza spaziale) 

Vediamo che il contributo di singoli diagrammi o di gruppi di diagrammi può essere selezionato 
sperimentalmente utilizzando la sequenza temporale e la geometria di combinazione dei vettori 
d’onda dei tre campi esterni. 
 
Mescolamento a 4 onde degenere (four wave mixing) 

 
Utilizziamo una geometria dei vettori 
d’onda dei tre 
campi , ea b ck k k

disposta come in 
figura, tale che il 
campo segnale 
corrisponda al 
quarto vertice del quadrato. Si vede 
subito che questa disposizione 
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L’esperimento di mescolamento a 4 onde effettuato nello schema  a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3 è quindi 
rappresentabile come 

 
 
A questo punto dobbiamo sottolineare un aspetto importante, del resto già implicito 

nell’esempio che abbiamo visto. Perché si possa effettuare la selezione dei diagrammi sulla base 
della sequenza temporale dei tre campi esterni occorre che questi campi siano applicati sotto forma 
di impulsi molto brevi rispetto agli intervalli di tempo W i  considerati (vedi figura precedente). 
 
 
Eco di fotoni 

Un esperimento di questo tipo viene utilizzato per misurare la 
larghezza omogenea  *� di una transizione (in un sistema a due livelli) 
nel caso che la banda d’assorbimento del campione sia dominata 
dall’allargamento inomogeneo (larghezza ').  

La scelta della geometria dei vettori d’onda dei tre campi esterni è  a = 2,  b = 1 ,  c = 3 . 
Inoltre, il secondo e terzo campo sono applicati contemporaneamente, si impone cioè t2 =  t3  (W2   = 
0). In pratica i campi Ea ed Ec sono lo stersso campo, che agisce due volte; in questo caso 
indicheremo con E2 questi campi, mentre E1 sarà il campo che arriva per primo, cioè Eb. La 

condizione di conservazione del momento sarà quindi 

 1 2 3sigk k k k � � �  (14.2) 

1 2 3
R
sigk k k k � � � 1 2 3

NR
sigk k k k � � �

  
Dalla figura si capisce 

che quest’ultima condizione 
non può essere 
perfettamente soddisfatta. 
Infatti, essendo i tre vettori 

,      e     a b ck k k di uguale 
lunghezza, il triangolo non 
può essere chiuso. Il segnale 
(rifasante) misurato nel 
punto indicato con R sarà 
quindi molto debole. 

Full	control	on	relative	electric
fields time	delays!

If E1 E2 E3 carry the	same frequency,	
the	rephasing signal is weak due	to	a	
non-perfect phase matching condition!

𝐹𝑇
	𝜏 =

𝐹𝑇	𝜏F

𝑇fix = 𝜏E	������CY�M	CY��



2D	spectra in	frequency domain

IR˚pro
be

VIS˚pu
mp

time

IR˚pum
p

t˚ 2
t˚ 1

IR˚probeVIS˚pump timeIR˚pump

t˚2t˚1

IR˚pro
be

VIS˚p
ump

time

IR˚pu
mp

t˚ 2
t˚ 1

Fabry-Perot etalon
Narrow band	pump
Loss in	time	resolution

Broadband	probe

k���	���� = −kF + kE + k=

k���	���O���� = kF − kE + k=
+

• First	due	interaction are	in	space and	time	overlapped
• Within the	signal is not possible to	distinguish between rephasing and	non	

rephasing parts
• The	signal is emitted along the	direction of	the	probe:

Self-heterodyne detection:	probe	beam acts as a	
carrier wave for	the	weak signal from	the	system.
You do	not need an	extra	local oscillator (necessary for	
time	domain	experiments).	

k��� = k���� + k���	���� = 2𝑘=

|0 >	< 0|

|1 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E1 E*2

E3

Esig



Transient grating
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Reticolo transiente 
La geometria dei vettori 

d’onda è la stessa del 
mescolamento a 4 onde, cioè 

sig a b ck k k k � � �  . In questo 

caso però i primi due impulsi 
sono coincidenti temporalmente, 
ma hanno vettori d’onda diversi 
(formano un angolo tra di loro). 

Si tratta quindi di un caso particolare del più generale mescolamento a 4 onde degenere: le 
frequenze dei campi sono tutte uguali. In queste condizioni i due campi Ea ed Eb. interferiscono tra 

di loro, formando frange d’interferenza nel piano ortogonale alla loro bisettrice e passante per il 
punto d’intersezione. 

 
Naturalmente le sequenze temporali  a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3  (R1 e R4, non rifasante) e   a = 2 ,  b = 1 ,  
c = 3  (R2 e R3 ,  rifasante) sono a questo punto indistinguibili (anche le condizioni di conservazione 
del momento 1 2 3sigk k k k � � �  e 1 2 3sigk k k k � � � diventano uguali). I due impulsi coincidenti 

che arrivano per primi contribuiscono alla polarizzazione con) 

1 2 1 2

1 2 1 2exp ( ) ( )

. .

E E E E

i t i k k r

c c

Z Z

u 

ª º� � � � � �¬ ¼
�     

(14.5) 

in cui abbiamo usato E1 { Ea, E2 { Eb. 

Ricordiamo che   

1 2Z Z   e  1 2
2 nk k S
O

  
             

(14.6)             

Se la geometria dell’esperimento è quella della figura, avremo che 

 1 1

2 2

ˆˆ( cos sin )

ˆˆ( cos sin )

k k z x

k k z x

T T

T T

 �

 �
                                            (14.7) 

Nella (14.7) x̂  e ẑ  sono vettori unitari nelle direzioni degli assi x e z. 
Tenendo conto di (14.6) e (14.7), la (14.5) diventa 

 1 2 1 2 exp . .E E E E i x c cEª º � �¬ ¼  (14.8) 

con  

angolo  2T 

x 

y 

z 

a 

b  

The first 2 fields are overlapped in
time but not in space:
they create a grating on the
sample spot which decays along
with time (impulsive limit).

k��� = k���	����

• An	equivalent transient grating signal is emitted along the	rephasing and	the	non-
rephasing directions.	In	the	forth direction of	the	square only the	NR	part	is
recorded (box	car	geometry).

𝐸F � 𝐸E = 𝐸F𝐸Eexp	(−𝑖 𝜔F −𝜔E 𝑡 + 𝑖 𝑘F − 𝑘E 𝑟) Oscillating field in	space
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Reticolo transiente 
La geometria dei vettori 

d’onda è la stessa del 
mescolamento a 4 onde, cioè 

sig a b ck k k k � � �  . In questo 

caso però i primi due impulsi 
sono coincidenti temporalmente, 
ma hanno vettori d’onda diversi 
(formano un angolo tra di loro). 

Si tratta quindi di un caso particolare del più generale mescolamento a 4 onde degenere: le 
frequenze dei campi sono tutte uguali. In queste condizioni i due campi Ea ed Eb. interferiscono tra 

di loro, formando frange d’interferenza nel piano ortogonale alla loro bisettrice e passante per il 
punto d’intersezione. 

 
Naturalmente le sequenze temporali  a = 1 ,  b = 2 ,  c = 3  (R1 e R4, non rifasante) e   a = 2 ,  b = 1 ,  
c = 3  (R2 e R3 ,  rifasante) sono a questo punto indistinguibili (anche le condizioni di conservazione 
del momento 1 2 3sigk k k k � � �  e 1 2 3sigk k k k � � � diventano uguali). I due impulsi coincidenti 

che arrivano per primi contribuiscono alla polarizzazione con) 

1 2 1 2

1 2 1 2exp ( ) ( )

. .

E E E E

i t i k k r

c c

Z Z

u 

ª º� � � � � �¬ ¼
�     

(14.5) 

in cui abbiamo usato E1 { Ea, E2 { Eb. 

Ricordiamo che   

1 2Z Z   e  1 2
2 nk k S
O

  
             

(14.6)             

Se la geometria dell’esperimento è quella della figura, avremo che 

 1 1

2 2

ˆˆ( cos sin )

ˆˆ( cos sin )

k k z x

k k z x

T T

T T

 �

 �
                                            (14.7) 

Nella (14.7) x̂  e ẑ  sono vettori unitari nelle direzioni degli assi x e z. 
Tenendo conto di (14.6) e (14.7), la (14.5) diventa 

 1 2 1 2 exp . .E E E E i x c cEª º � �¬ ¼  (14.8) 

con  

angolo  2T 

x 

y 

z 

a 

b  

𝑘F − 𝑘E =
2𝜋
𝑑

𝑑 =
𝜆

2𝜂 sin 𝜃

Grating line	spaceNew	k	vector



Photon echo
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che, nel caso in questione diventa 

 2 12sigk k k �  (14.3) 

L’eco di fotoni si utilizza generalmente per sistemi descrivibili come “a due livelli”; è quindi 
descritto dai 4diagrammi già visti in casi come questo. 

La condizione (14.2) corrisponde ai 

due diagrammi R2 e R3 

 

 
 
 
      Il contributo di questo diagramma sarà quindi 

2 2
3 1 1 3 3 1

4

2
( ) ( ) ( ) 2ba ba

a ab
iR p e e eZ W W W W W WP � � � * � � � '                              (14.4) 

in cui l’ultimo esponenziale descrive, in modo fenomenologico, l’allargamento inomogeneo 

(Gaussiano). Essendo ' * , avremo che 
2 2

3 1
3 1

( ) 2 ( )e W W G W W� � ' | � , 

 
 

cioè R2, che è l’unico contributo alla polarizzazione 
oscillante (= segnale), sarà diverso da zero solo quando 

3 1W W .  

Sappiamo che R2 è un diagramma rifasante; la fase 
acquisita nell’intero processo è quindi descritta dal 
grafico: 
 
Abbiano disegnato una famiglia di linee, anziché una sola linea, perché la banda inomogenea è la 
sovrapposizione di tante bande omogenee molto più strette, ciascuna con una frequenza 
leggermente diversa. La fase baI Z W sarà quindi diversa per ciascuna componente, ma tutte le fasi 

si ritroveranno a zero quando 3 1W W . 

 
Eco di fotoni e vettore di Bloch 

E’ un buon esercizio riconsiderare l’eco di fotoni in termini del vettore di Bloch, così come 
introdotto nel Cap. 9. 

La descrizione dell’eco di fotoni vista prima può infatti essere ricondotta alla descrizione in 
termini di vettore di Bloch. Nella figura qui sotto è rappresentata la dinamica del vettore di Bloch e 
i corrispondenti passi descritti dai diagrammi di Feynman (rifasanti). 

        Nel caso specifico, essendo il secondo e terzo 
campo coincidenti nel tempo, i due diagrammi 
sono identici tra di loro: 

kXYZ = −𝑘F + 𝑘E + 𝑘=

E2 and	E3 are	overlapped in	space and	time	

kXYZ = −𝑘F + 𝑘E= Rephasing signal

|0 >	< 0|

|0 >< 1|

|1 >< 0|

|0 >< 0|

E*1

E3

Esig

E2

𝝉𝟏

𝝉𝟑

𝐶(𝑡) = 𝑝HH𝜇HFJ 𝑒OYtuv(}�O}v)Owvu(}�O}v)O(}�O}v)
~∆~/E

Divide	homo/inhomogeneous broadening
Echo	signal emitted at 𝜏= = 𝜏F
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L’andamento della fase è, come già visto, descritto dal grafico: 

 

 

 

 

 

 

L’eco di fotoni permette di misurare (nel dominio dei tempi) il tempo di defasamento (ovvero 
la larghezza di riga omogenea) in un sistema molecolare in omogeneo. 

  

 

interazione con un campo 

emissione 

 

 

3: interazione con  
    due campi 

2: evoluzione coerenza 

2
S

S

1: interazione con  
    un campo 

W

sfasamento 

rifasamento 
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L’andamento della fase è, come già visto, descritto dal grafico: 

 

 

 

 

 

 

L’eco di fotoni permette di misurare (nel dominio dei tempi) il tempo di defasamento (ovvero 
la larghezza di riga omogenea) in un sistema molecolare in omogeneo. 

  

 

interazione con un campo 

emissione 

 

 

3: interazione con  
    due campi 

2: evoluzione coerenza 

2
S

S

1: interazione con  
    un campo 

W

sfasamento 

rifasamento 
Polarization (Bloch)	vector
As Magnetization vector in	NMR

Coherence evolution
dephasing

E*1

E*1 E2			,		E3

rephasing


