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makes the signal dependent to the
square of the pump intensity!
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𝑪 𝒕 The	Signal

𝐶 𝑡 =	< 𝜇(𝑡)𝜇(0) >
Correlation function of	transition
dipole moment	 (electronic dipole,	

vibration…)
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Statistics and	Spectroscopy

𝐶 𝑡 =	< 𝐴 𝑡 𝐴(0) >
a generic observable A	fluctuates stochastically over	time

In	solution:	 there is no	way	to	deterministically preview
energy and	position	of	all particles at each istant.

The	correlation function describes for	how long	
fluctuations of	A	remains correlated.

< 𝐴 >= F𝑑𝐴𝐴𝑃(𝐴) 𝑃 𝐴 =
𝑔?𝑒

DIJ
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Boltzmannn distribution at
temperature	Troom over	

nmicro-states
Expectation value

< 𝐴; >= F𝑑𝐴𝐴;𝑃(𝐴)
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1 - Proprietà dinamiche e spettroscopia attraverso le funzioni di correlazione temporali 
 

La funzione di correlazione temporale costituiscono un modo efficace e intuitivo di descrivere 
la dinamica di un sistema. Una funzione di correlazione temporale dà una descrizione statistica 
dell’evoluzione temporale di una grandezza per un sistema all’equilibrio (termico). Vedremo subito 
che le funzioni di correlazione temporale possono descrivere le proprietà spettrali. 

La motivazione più profonda di questo approccio è legata alla necessità di trovare uno 
strumento che inglobi nella descrizione di un sistema molecolare di varia complessità quegli 
elementi di casualità legati alla molteplicità di interazioni diverse che vi hanno luogo. Infatti, le 
equazioni di moto quantistiche danno risultati deterministici, ma sono applicabili solo se si 
conoscono le coordinate e la quantità di moto di ogni particella del sistema. In realtà ciò è 
ovviamente impossibile, e non possiamo fare altro che trattare le osservabili sperimentali (quelle 
spettroscopiche, per esempio) come risultanti da proprietà del sistema soggette a fluttuazioni 
casuali, dovute alle interazioni del sistema stesso.  Le funzioni di correlazione sono così usate per 
descrivere la statistica (temporale) di un sistema molecolare all’equilibrio, piuttosto che per 
descrivere stati puri descritti da una singola funzione d’onda. 
 
Statistica 

Il valor medio 〈A〉 dei risultati della misura sperimentale di una variabile A si scrive 
matematicamente attraverso la funzione di distribuzione P(A), che rappresenta la probabilità di 
misurare un valore compreso tra A ed A + dA : 
 
 ( )A dA A P A= ∫  (1.1) 

ed analogamente il valore quadratico medio è 
 2 2 ( )A dA A P A= ∫  (1.2) 

Un altro modo di definire il valore di A è come la media di un gran numero di misure di A: 

 
1

1 N

i
i

A A
N =

= ∑  (1.3) 

 2

1

1 N

i i
i

A A A
N =

= ∑  (1.4) 

La varianza, ovvero l’indeterminazione sulla misura di A è data dalla differenza 

 22 2A Aσ = −  (1.5) 

   
                                                                                                  
  

Sappiamo che il valore d’aspettazione di un operatore quantistico Â è dato 

dall’integrale                                 (1.5’) 

Notare l’ analogia con la (1.1): infatti la probabilità quantistica è proprio 

.  ψ è la funzione d’onda del sistema. Mean square

Root mean square
STANDARD	DEVIATION

Classical definitions:



Variance

Covariance

𝜎; =< 𝐴; > −< 𝐴 >;

𝐶QR =< 𝐴𝐵 >−< 𝐴 >< 𝐵 >

𝐶QQT(𝑡) =	< 𝐴 𝑡 𝐴 0 >−< 𝐴 𝑡 >< 𝐴 0 >	=

= (< 𝐴 0 ; > −< 𝐴 0 >;)𝑒D?@A
𝐴 𝑡 = 𝐴(0)𝑒D?@A

QM	definition:

𝐶QQT 𝑡 = U𝑝N 𝑛|𝐴 𝑡X 𝐴 𝑡 |𝑛
N

|𝜓 >=U𝑎N|𝑛 >
N
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In (1.10) e (1.11) la funzioni d’onda totale ψ di (1.5’) è stata sviluppata in una serie di funzioni base 
ϕn ovvero, usando la formulazione vettoriale,  di “ket”  |n〉 : 
 n

n

a nψ =∑  (1.12) 

i coefficienti an sono il prodotto scalare di ψ e  ϕn : 
      cioè, in termini di "bra" e "ket" ,  n n na dq a nϕ ψ ψ= =∫  (1.13) 

Abbiamo già anticipato che le funzioni di correlazione che ci interessano sono funzioni di 
autocorrelazione temporale, del tipo 
 ( , ') ( ) ( ')AAC t t A t A t≡    . (1.14) 

Di nuovo l’espressione classica di (1.14) sarà 
 ( , ') ( , ; ) ( , ; ') ( , )AAC t t d d A t A t f= ∫ ∫p q p q p q p q  (1.15) 

e quella quantistica 
 ( , ') ( ) ( ')AA n

n

C t t p n A t A t n=∑    . (1.16) 

In conclusione, una funzione di autocorrelazione temporale ci dice per quanto tempo una certa 
proprietà del sistema permane prima che venga mediata a zero dalle fluttuazioni casuali del sistema. 
Vedremo che la funzione di autocorrelazione temporale del momento di dipolo elettrico ( ) (0)tµ µ  

permette di descrivere le proprietà spettroscopiche. Le funzioni di autocorrelazione temporale 
possono riguardare grandezze del tutto diverse: per esempio, la funzione di autocorrelazione 
temporale della velocità delle particelle è usata per esprimere il coefficiente di diffusione in un 
liquido. 
 
Proprietà delle funzioni di correlazione 

L’andamento temporale 
di una grandezza A che 
fluttua in modo casuale è 
del tipo: 
 
 
          Come già accennato 
in precedenza, la funzione 
di autocorrelazione 
temporale della stessa grandezza A decade nel 
tempo. Il suo andamento tipico è rappresentato 
dal grafico: 
 
 
 
 
 
 
Le proprietà delle funzioni di autocorrelazione sono elencate qui di seguito: 
 

 

Gauss
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Uncorrelated
fluctuations

Correlated
fluctuations I˚(ω)

ω

Lorentz
FT

Homogeneous and	Inhomogeneous BROADENING

HOMOGENEOUS:	very fast	dynamic processes mix	up	oscillator frequencies within the	
EM	perturbation.	

IN-HOMOGENEOUS:	the	EM	field probes a	static distribution of	 slightly different
oscillator frequencies.	

𝑒𝑥𝑝DA/]^
Γ



natural broadening random	distribution staticdistribution

HOMOGENEOUS INHOMOGENEOUS

You cannot
simultaneous defines
position	and	energy of	
all electrons involved in	
the	dipole transition
Heisenberg uncertainty

natural broadening
present even for	a	
single	oscillator

Your	detection time	is
so	long	that you are	not
able anymore to	
distinguish differences
among your oscillators

homogeneous and	inhomogeneous broadening
present for	an	ensemble	of	oscillators

There are	well
distinguished groups of	
oscillators in	your
sample

spectral

diffusion



Homogeneous broadening effects:

ΓA`A =
1
𝑇;
=
1
𝑇:
+
1
𝑇;∗
+

1
𝑇 c

Intra-molecular processes:
POPULATION	TIME

1
𝑇:
=

1
𝑇cde

+
1
𝑇fg
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Il tempo T1 è la risultante dei due processi di passaggio dallo stato basso all’alto e viceversa, 

cioè  
1

1
T

= wmn + wnm . Naturalmente quando la popolazione dello stato a più alta energia è 

trascurabile, nel rilassamento conta solamente il processo dall’alto verso il basso. In questo 

caso il decadimento procede con costante 
1

1
2T

. 

 
b. Processi d’insieme 

Defasamento puro, costante di tempo  
2

1
T ∗ . A causa delle 

interazioni intermolecolari, la fase delle diverese molecole 
diventa progressivamente sempre più casuale. In tal modo la 
media d’insieme sul sistema dinamico distrugge nel tempo la 
relazione di fase tra le molecole. La figura mostra come i salti di 
fase dovuti agli urti (interazioni) tra le molecole produce nel 
tempo lo sfasamento di una molecola rispetto all’altro; questo risulta in uno smorzamento 

dell’ampiezza. Notare che l’ampiezza decade in modo esponenziale secondo 2t Te
∗− . 

 
2) Allargamento inomogeneo 

È tipico di un sistema in cui le molecole componenti hanno diverse frequenze di transizione, 
a causa per esempio di 
intorni diversi. Se queste 
diversità hanno una natura 
statica, la forma di riga 
“fotografa” questa 
distribuzione di frequenze. È 
chiaramente un effetto 
d’insieme; l’ampiezza della 
distribuzione è caratterizzata 
dal parametro ∆ .  
La sovrapposizione di 
oscillazioni con frequenza 
leggermente diversa produce un’oscillazione smorzata nel tempo, la cui ampiezza decade 

secondo  
2 22 te− ∆ . Nel dominio delle frequenze questo corrisponde ad una forma Gaussiana. 

 
 
Larghezza di riga totale 

Nel dominio del tempo il decadimento complessivo è descritto dall’andamento complessivo 
della funzione di correlazione temporale del momento di dipolo, che è dato da 

 2 2

12

1 1 1
(0) ( ) exp exp( 2 )

2 or
t t t

T TT
µ µ ∗

ª º§ ·
= − + + − ∆« »¨ ¸¨ ¸« »© ¹¬ ¼

 (3.52) 

dominio dei tempi 

Inter-molecular processes:
PURE	DEPHASING

Due	to	collisions or	different
attractive/repulsive	potentials of	
their own environment,	 oscillators
change phase.

Dipole reorientation:

Dipoles are	first	alligned to	the	EM	
field then randomly change
direction.

Radiative	processes gives a	
homogeneous broadening
because there is a	
correlation.

Non	radiative	thermal
effects give the	spectral
diffusion .



Static inhomogeneousbroadening:

Several oscillator
frequencies

Damped oscillation

sum

Homogeneous and	inhomogeneous broadening are	the	two limit cases of	the	KUBO	model!	

𝐶 𝑡 =< 𝜇 𝑡 𝜇 0 >= 𝑒𝑥𝑝DA/]h i 𝑒𝑥𝑝D;∆kAk

SIMOULTANEOUS	CONTRIBUTIONS	PRESENT!!!

1
𝜏𝑐
=
1
𝑇;
=
1
𝑇:
+
1
𝑇;∗
+
1
𝑇 c

Convolution of	several lorentzian bands
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dominio dei tempi 

∆∝ 𝑀2
Second	order moment	of	the	
gaussian function relatedto	

standard	dev.



KUBO	MODEL: ∆	𝑎𝑛𝑑	𝜏𝑐

Central	limit theorem for	a	normal distribution:

𝜔 𝑡 =< 𝜔 > +𝛿𝜔 𝑡

𝛿𝜔 𝑡 = 0

∆	= 𝛿𝜔 𝑡 2 1/2 FWHM
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˚(a
.u
.)

frequency˚

∆= 𝜎

𝜔 = 𝜇

y = Q
q
i 𝑒𝑥𝑝D;	

rst k

uk 																	∆= 𝑥 − 𝜇
Intensity of	fluctuations:	all posiible value
of	frequencies that oscillator can	explore

∆:

	𝜏𝑐:	
𝜇 𝑡 = 𝜇(0)𝑒D?@A

𝜕𝜇
𝜕𝑡 = −𝑖𝜔𝜇(𝑡)

𝜇 𝑡 = 𝜇 0 𝑒𝑥𝑝 −𝑖F 𝜔(𝜏)𝜕𝜏
A

y
= 𝜇 0 𝑒𝑥𝑝 −𝑖 < 𝜔 > 𝑡 − 𝑖F 𝛿𝜔(𝜏)𝜕𝜏

A

y



𝐶𝜇𝜇 = 𝜇(𝑡)𝜇(0) = 𝜇(0) 2 i 𝑒D?z@{A i 𝑒D? ∫ |@ ] e]}
~

Average on	exp functions

𝐹(𝑡)

𝐹 𝑡 =

= 𝑒𝑥𝑝 −𝑖 F 𝑑𝜏 < 𝛿𝜔 𝜏′ > +
𝑖;

2!

A

y
F 𝑑𝜏′ F 𝑑𝜏XX < 𝛿𝜔 𝜏XX 𝛿𝜔 𝜏X > +⋯

]X

y

A

y
Cumulant expansion

𝐹 𝑡 = 𝑒𝑥𝑝 −
1
2
F 𝑑𝜏′ F 𝑑𝜏 < 𝛿𝜔 𝜏 𝛿𝜔 0 >

]X

y

A

y

Time	interval 0	- 𝜏

C𝛿𝜔(t)

𝐶𝜇𝜇 ∝ Cδ𝜔𝛿𝜔

Cδ𝜔𝛿𝜔 = 𝐴;𝑒DA/]�

damping of	oscillations

𝜇 𝑡 = 𝜇 0 𝑒𝑥𝑝 −𝑖F 𝜔(𝜏)𝜕𝜏
A

y
= 𝜇 0 𝑒𝑥𝑝 −𝑖 < 𝜔 > 𝑡 − 𝑖F 𝛿𝜔(𝜏)𝜕𝜏
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y



𝜏� >> ∆:

𝜏� << ∆:

For	long	correlaction time	of	fluctuations,	 each family	of	oscillator does not
correlate	anyhow with	some	other one and	a	static distribution of	
frequencies is observed.

Int
en
isu
ty˚
(a.
u.)

frequency˚

𝐹 𝑡 = exp	(−∆;𝑡;/2)

For	short	correlaction time,	oscillators explore rapidly all possible
frequencies around the	central mean value,	so	rapidly that the	band	appears
even narrower than the	real frequency distribution probability:	 “motional
narrowing”

I˚(ω)

ω

𝐹 𝑡 = exp	(−𝑡/𝑇2)

Generally,	the	real case	is an	intermediate	case	where SPECTRAL	DIFFUSION	is observed!!!	



The	spectral diffusion

29 
 

migliore per descrivere il moto della particella è di scrivere l’equazione del moto (cioè, come varia 
nel tempo)  della probabilità di trovare la particella in una certa posizione ad un certo tempo, 
conoscendone la posizione al tempo zero. Si vede facilmente che tale probabilità obbedisce alla ben 
nota equazione di diffusione che, scritta per semplicità in un sistema monodimensionale, è 

 
2

2
( , ) ( , )P x t

D P x t
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 (4.2) 

D è il coefficiente di diffusione (scalare in una dimensione, tensoriale a più dimensioni). Se al 
tempo zero P(x,to) = δ ( x – xo), la soluzione della (4.2) ha la forma di una Gaussiana: 

 
2

0
0 0

( )1( , , ) exp
42

x x
P x t x t

DtDtπ

§ ·−
= −¨ ¸¨ ¸

© ¹
 (4.3) 

 
La gaussiana è tanto più larga quanto più grande è il coefficiente 
di diffusione D. Per un certo valore di D la gaussiana si allarga 
all’aumentare del tempo: in un moto casuale lo spazio esplorato 
dalla particella aumenta con il tempo,  pur restando il valor medio 
di  x centrato su xo . 

 
 
Fluttuazione della frequenza di transizione ωeg:  Diffusione spettrale 

Consideriamo ancora i due casi limite della forma di riga di una transizione con frequenza (e 
sta per “eccitato”, g sta per “ground”, fondamentale; la frequenza  ωeg  è la differenza di energia tra i 

due stati: e g
eg

E E
ω

−
=

=
 )  che già abbiamo visto: 

allargamento omogeneo 
L’allargamento della riga è di tipo dinamico, è dovuto alla rapida 
variazione di ampiezza (= tempo di vita T1) , fase (= defasamento T2*) 
od orientazione (tempo rotazionale Tor) del dipolo. In generale tutti 
questi processi determinano un decadimento esponenziale con costante 
di tempo risultante T2. Per semplicità consideriamo solamente il puro 
defasamento T2* dovuto alle rapide fluttuazioni della frequenza ωeg . 

allargamento inomogeneo 
La forma di riga è il risultato di una distribuzione statica di 
frequenze: la larghezza della banda corrisponde alla ampiezza 
della distribuzione di frequenze, dovuta, per esempio, al fatto che 
le diverse molecole “vedono” intorni strutturalmente diversi. 
 
 

diffusione spettrale 
Quelle sopra sono due situazioni limite; in genere il sistema si 
trova in una situazione intermedia. Ogni molecola del sistema ha 
una “frequenza istantanea” ω i ( t) che cambia nel tempo. I limiti 

What you really have is a	Voigt	profile
(weighted sum	of	a	lorentzian and	a	gaussian profile)
And	you are	not able to	disentangle on	linear	spectra
Homo- inhomo geneous contributions!

𝜔	probe

𝜔
	pu

m
p

T=0

𝜔	probe

𝜔
	pu

m
p

T=2	ps

Expanding on	a	second dimension…

• A	signal tilted along the	
diagonal is inhomogeneously
broaden.

• Its antidiagonal bandwidth is a	
measure of	the	homogeneous
width.

• The	tilt	can	evolve	toward the	
vertical in	the	presence of	
dynamic processes:	final
homogeneous distribution.





Moments in	statistics:

𝑀: = F 𝛿𝜔	𝑓 𝜔 𝑑𝜔 = 	U𝛿𝜔	𝑝@
?

C

DC
mean value

𝑀; = F 𝛿𝜔;	𝑓 𝜔 𝑑𝜔 = 	U𝛿𝜔;	𝑝@
?

C

DC
variance (fwhm)

𝑀� = F 𝛿𝜔�	𝑓 𝜔 𝑑𝜔 = 	U𝛿𝜔�	𝑝@
?

C

DC
simmetry of	the	band

fluctuations 𝛿𝜔 are	equally probable
around the	mean value:	M3=	0


